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En este documento se recoge un proyecto en curso de redaccion de
apuntes para la asignatura de Mecdnica de Medios Continuos. Es por
tanto un documento inacabado, donde unicamente se tratan la mitad de
los capitulos del temario. Se ha estimado, sin embargo, que, a pesar de
su estado, esta coleccion de apuntes proporciona una clara perspectiva del
curso que se define el el proyecto docente de esta habilitacion.

También se han recogido algunos ejercicios en cada capitulo. FEstos
ejercicios han sido propuestos en la docencia o en los exdmenes del curso
de Mecdnica de Medios Continuos de tercero de Ingenerio Gedlogo, en la
titulacion de la Universidad Politécnica de Madrid.
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Capitulo 1

Algebra y calculo tensorial

1. Resumen de calculo indicial

En Mecanica de Medios Continuos los objetos matemdaticos mas empleados son los
escalares, vectores y tensores en R?. Para trabajar con vectores se define una base de vectores
ortonormales B! = {e1,eq,e3} de forma que todo vector v € R? se puede expresar como la
siguiente combinacion lineal

vV = v1e1 + veey + v3es . (1.1.1)

Utilizando sumatorios se puede escribir la ecuacién previa de una forma mas compacta:

3
v=> vep . (1.1.2)
p=1

Sin embargo es tedioso tener que escribir constantemente el simbolo de sumatorio e indicar
sus limites, pues siempre son los mismos. Por ello se adopta la siguiente convencién: en vez
de (1.1.1) o (1.1.2) se escribe

v = vpe . (1.1.3)

En esta expresion, y en toda aquella en la que dos objetos que se multiplican tengan un mismo
indice repetido, se entendera que vye, significa vie; + voes +vzes. En vez del subindice p se



podria haber empleado cualquier otro, y asi
Upep = Vgeq = v;€; , (1.1.4)
por lo que el indice repetido se denomina “mudo”. Se dice que la expresién (1.1.3) emplea

notaciéon indicial o también el convenio de Einstein.

Dos vectores a y b son iguales si ape, = bye,. Esta igualdad se puede reescribir como
(ap — by)e, = 0. Como los vectores de la base son linealmente independientes la tltima
expresion requiere que cada componente se anule, es decir, a, — b, = 0, o de otra manera

ap, ="b, . (1.1.5)

De este simple ejemplo se deduce que cuando en una igualdad aparezca un mismo indice
en varios lugares, pero no multiplicandose, quiere decir que la igualdad es vélida cuando el
indice toma el valor 1,2 6 3. Por ejemplo, la identidad (1.1.5) quiere expressar

ay = b1

{ as = bg (1.1.6)
asz = b3

Nétese que en la identidad anterior (1.1.5) no hay ningin indice repetido, pues aunque

p aparezca en ambos lados de la igualdad las componentes correspondientes no estan
multiplicando.

Cuando se trabaja con tensores de segundo orden también se emplea una base tensorial
de nueve tensores:

B? = {61 Kej,e1Rey,epRes, eaR@e;,ea@ey,esQe3,e3Qe;,es3er, e 63} , (L.1.7)
y todo tensor T se puede escribir como
T=T1e1®e; +T1oe; ®ey+Tize1 ®es+TrieaRep + ... (1.1.8)

En este caso se observa ain mas claramente que resulta muy tedioso escribir y trabajar con
las nueve componentes de un tensor. Se podria escribir la expresion previa como

T=) > Tye, e, (1.1.9)

p=1q=1

pero igual que con los vectores, se adopta la convencién de que esta tltima expresion se puede
escribir simplemente como
T ="Tye,eq . (1.1.10)

Como en el caso de los vectores, los indices repetidos cuyos objetos correspondientes se
multiplican expresan un sumatorio, con dicho indice tomando valores 1,2 y 3.

También como en el caso de los vectores, aquellos indices libres que aparecen repetidos en
varios lugares de una igualdad, pero cuyas componentes correspondientes no se multiplican
indican que la igualdad es véalida cuando los indices toman valores 1,2 y 3. Asi por ejemplo



T;; + R;; = 7 quiere decir que la suma de cualquier componente del tensor T de segundo
order mas la misma componente del tensor de segundo orden R es igual a 7.

Las consideraciones aqui presentadas son validas también para tensores de mayor orden.
Por ejemplo:
Ajjrvj = Ajror + Ajrva + Ajspus

(1.1.11)
Spqr,fir = pql,Til + SquCTzQ + SpqSEB .



Empleo de notacién indicial en igualdades

Cuando se expresan igualdades de cantidades vectoriales o tensoriales se puede emplear
notaciéon compacta, indicial o matricial. De esta manera, por ejemplo, la igualdad de dos

tensores A y B se puede indicar de cualquiera de estas tres maneras:

A A Agg B1y
A=B, < Aij = Byj & Agr Az Agz | = | B
Azr Az Ass Bs
Sin embargo no es correcto escribir:
Bi1 B2 Bis
A= Bij y ni Aij = Bgl BQQ ng , ni tampoco A=
B31 B3z Bss

Bis
Bos
Bss
Bis  Bis
By  Bos
Bsa  Bss

Otro ejemplo: si el vector t viene definido por ¢ = on donde o es un tensor de segundo orden
n un vector, entonces podemos reescribir dicha definicién de cualquiera de estas maneras:

tl' = Uijnj s
tiei = 0;jn;e; ,

{t} = [o]{n},

3] o11 012 013 ny
to p = [ 021 022 033 ng
t3 031 032 033 ng
Sin embargo, es incorrecto escribir:
O11 012 013 ny
t= 04515 y también t= 021 0922 0923 %)
031 032 033 n3



Cuadro resumen

En el siguiente cuadro se resumen las operaciones mas comunes en &lgebra y calculo
tensorial y sus expresiones en notacién indicial. En toda la tabla ¢ es una funcién escalar,
a,b, c son vectores y R, S, T son tensores de orden dos.

Operacion

Notacion tensorial

Notacion indicial

Igualdad de vectores
Igualdad de tensores

Delta de Kronecker

Tensor de permutacion

Producto escalar
Producto vectorial
Suma de vectores

Suma de tensores
Producto tensor, vector
Producto tensor trans., vector
Producto tensor, tensor
Producto externo

Doble contraccion

Traza de un tensor
Determinante

Gradiente de f. escalar
Gradiente de f. vector
Divergencia de un vector
Divergencia de un tensor

Rotacional de un vector

a=>b
T=S
1 sii=j
0 sii#j
siijk = 123,231 6 321

siijk = 213,132 6 312
si hay algiin indice repetido.

a-b
a=bAc
a=b+c
R=S+T
b=T:a
b=T" . a
R=S-T
T=a®b

S:T

tr(T)

det(T)
a = grad[¢]
T = grad [a]
¢ = div|[a]
a = div [T
b = rot [a]

ap = by

Tpq = Spq

a; = €ipgbpcy
a; = b; + ¢
Rij = Sij + Ty

bi = Tipap
bz‘ = Tpiap
Rij = SipTy;
Tij = ab;
SpaTpq
Thp
€ijk 1112513
a; = ¢
Tij = aij
QS = Q4
ai = Tipp
bl = €ijkAj k



Resumen de reglas practicas de operacién indicial

e Un indice, por ejemplo p, repetido en una multiplicacién, indica un sumatorio 22:1 de
los términos en la multiplicacién:

apbp = a1b1 + asbs + asbs .

e El par de indices repetidos y multiplicindose se pueden cambiar de letra, siempre que
no se utilice en otra parte de la expresion:

apbp + ¢, = agbg + ci = azb, + ¢y, .

e Cuando uno de los indices repetidos en una multiplicaciéon pertenece al una delta de
Kronecker basta con reemplazar el indice repetido por el indice libre en la delta:

ipOpj = @ij -

e Un indice que estd repetido, pero no entre los factores que se multiplican, no se sustituye
por un sumatorio

bi+ci#bi+c+br+cat+bstes.

e Uno o més indices libres (que no estdn multiplicados por otros factores que tengan esos
mismos indices) indican 3 ecuaciones independientes por cada indice:

vy =a1+3
vi:ai+3:>{v2:a2+3
vy =as+3

e Un indice nunca puede aparecer repetido méas de una vez en una multiplicacién. Puede
aparecer mas de dos veces si es en sumandos distintos, pero no es recomendable pues
puede llevar a confusién:

v;SpiWj; = Incorrecto !!
v;Spi Wik, + a;b; = Correcto, pero no recomendable

v;Spi Wik + amby, = Correcto

e Un tensor ortogonal es aquel que tiene la propiedad AAT = AT A = 1. En indices:

Aiijp = ApiApj - 5ij
2. Ejercicios propuestos

1.1 Sea una base ortonormal a derechas {ej, es, e3}. Se pide:

1) Demostrar que los vectores u = e + ez — e3 y v = e; — ey son ortogonales.



Determinar una nueva base {g1, g2, g3} de forma que g1 y g2 lleven las direcciones de u
y v respectivamente, y esta nueva base forme un triedro ortonormal a derechas.
Determinar la matriz de transformaciéon que permite obtener la nueva base, mediante los
coeficientes g; = e, Ay;.

Determinar la relacién matricial de cambio de coordenadas, {v}, = [A]T{v}..

1.2 Sean los vectores {u} = (1,2,0)7, {v} = (0,1,1)”, definidos mediante sus coordenadas
en una base ortonormal a derechas. Se pide:

0
2)

Obtener su producto escalar y vectorial.

Se realiza un cambio de base consistente en una rotacion de +45° alrededor del eje
z(= w3); obtener la matriz de cambio de coordenadas [A]T, asi como las nuevas
coordenadas de los vectores {u'} y {v'}.

Comprobar que el producto escalar calculado con las nuevas componentes se conserva.
Comprobar que las las coordenadas del producto vectorial en la base nueva corresponden

a las antiguas aplicando [A]7.

1.3 Se define un cambio de coordenadas mediante una rotaciéon de angulo 6 alrededor del
eje x. Se pide:

Obtener la matriz de cambio de coordenadas [A] = [A;;] mediante la aplicacién de la
férmula A;; = e; - €.

Comprobar que la matriz asi obtenida es ortogonal.

Demostrar que [A]" corresponde a una rotacién de angulo nf.

1.4 Demostrar las siguientes identidades empleando notacién indicial:

Si S es un tensor simétrico y H un tensor hemisimétrico, S : H = 0.

V A (V) =0, para toda funcién escalar ¢.

V- (V Aa) =0, para todo vector a.

(Aiji + Ajri + Ajig)vivjup = 34,5000, para todo tensor de tercer orden A y todo
vector v.

aN(bAe)=(a-c)b—(a-b)c, siendo a,b, c vectores.

a ® a-a =0, para cualquier vector a.

n ®n —nn = 1, siendo n un vector unitario.

1.5 Sea una base ortonormal a derechas {ej, ea, e3}. Se pide:

1)

Sea S un tensor simétrico con descomposicion espectral:
3
i=1

Comprobar que el tensor

3
VB =3 VA e u
=1



es realmente la rafz cuadrada de S, es decir, que V'S -V S = S.
2) Sea S un tensor simétrico y T un tensor cualquiera. Demostrar que:

S:T=8:sim(T) .
3) Sean U y T dos tensores cualesquiera. Demostrar que:
U:T=sim(U) :sim(T) + hem(U) : hem(T) .

4) Sea F un tensor con det F > 0. Demostrar que C = FT . F es simétrico, definido
positivo.

1.6 Sea W un tensor hemisimétrico:

1) Demostrar que para todo vector a,

o~

a-W-a=0.

2) De la expresion anterior se deduce que el tensor W tiene al menos un autovalor nulo. Sea
u su autovector asociado y v, w otros dos vectores que forman una base orthonormal a
derechas B = {u, v, w} junto con el autovector. Demostrar que W ha de ser de la forma

T//I\/:(w-ﬁ\/-v)(w®v—v®w).

3) Demostrar que el vector axial de W es precisamente

W=(w -W-v)u.

1.7 (Dificil) Demostrar la siguiente identidad relacionada con el tensor de permutacién:
€pij€pkl = Oik0j1 — 010 -

(Pista: usar la propiedad €;;, = e; - e; A e, = det([e; e; eg]). En palabras, ;) es igual al
determinante de una matriz cuyas columnas son los tres vectores e;, e;, ey.)



Capitulo 2

Cinematica de medios

continuos

Este capitulo trata de la descripcién cinemética de las deformaciones y movimientos
de los cuerpos continuos. El punto de vista que se adopta en la Mecanica de Medios
Continuos es el de estudiar estos movimientos en su mayor generalidad posible, sin las
restricciones caracteristicas de teorias como la elasticidad clasica. El punto de partida para
esta descripcién es la definicién precisa de lo que se entiende por “cuerpo continuo” desde el
punto de vista matematico. Este formalismo ha permitido describir de forma unificada una
gran cantidad de cuerpos fisicos de gran utilidad en ingenieria y se discute en la introduccién.

Los conceptos de la cinematica pertenecen fundamentalmente a la geometria, y maés
concretamente a la geometria diferencial. La metodologia y el formalismo presentados en
este capitulo permitirin describir de forma cuantitativa no sélo los movimientos de los
sOlidos deformables sino también sus deformaciones locales. Esta generalidad permitira,
cuando se estudie las leyes de balance y los modelos constitutivos, plantear completamente
las ecuaciones que rigen el movimiento de una gran variedad de cuerpos deformables.

1. Los cuerpos continuos y sus configuraciones

La Mecénica de Medios Continuos tiene como objeto ultimo el estudio matematico de
problemas mecénicos que involucran cuerpos fisicos. Para poder describir matematicamente



Cuerpo fisico

X1 X2

Figura 2.1.1: Un cuerpo continuo y algunas de sus posibles configuraciones.

dichos cuerpos es necesario definir de forma precisa qué se entiende por “cuerpo” y delimitar
cudles son los cuerpos que pueden ser estudiados en esta disciplina.

Los cuerpos fisicos estdn formados por moléculas y éstas por atomos. Si se observa un
cuerpo cualquiera, sélido o liquido, a través de un microscopio potente se aprecia que los
dtomos se encuentran separados unos de otros. De manera informal se podria decir que,
vistos de cerca, los cuerpos fisicos se asemejan conjuntos de bolas que se disponen de manera
mas o menos regular, pero espaciada. En otras palabras, a nivel atémico, la materia es
discontinua. Sin embargo, si se observa un cuerpo a simple vista, o con un microscopio
menos potente, parece sin embargo que la materia que lo conforma es continua.

Aunque sabemos que la materia no es continua, podemos suponer, para su estudio, que
lo es. Esto es claramente una aproximacién, pero si los problemas que interesa analizar
involucran cuerpos cuyas dimensiones son mucho mayores que los dtomos, la aproximacién
es muy buena. Esta aproximacién es la hipdtesis de partida de la Mecdnica de Medios
Continuos. Resulta enormemente 1til pues permite resolver (aproximadamente) un gran
nimero de problemas practicos apoyandose en herramientas de calculo integral y diferencial.
Hay que resaltar otra vez que se trata de una aproximacién muy buena para problemas
cotidianos pero deja de ser vélida a escala atomica.

Mateméticamente un cuerpo continuo se define como un conjunto B de particulas,
denominadas P;, P»,..., con una propiedad especial: existe un conjunto de aplicaciones
biyectivas y diferenciables K = {x} que transforman B en conjuntos abiertos de R3. Es
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decir, para toda particula P € B
x=x(P)eR? x(B)=0CR?abierto, y x (0)=8, (2.1.1)
y ademads, para cualesquiera dos aplicaciones x1, x2 € K la composicién
p12: x1(B) CR® — x2(B) CR? | P12 =Xx20X] " (2.1.2)

es diferenciable. Cada una de estas infinitas aplicaciones x se llama una configuracion.

La definicién anterior quiere indicar que cada particula del cuerpo se puede asociar a un
punto de O, un subconjunto de R3, y viceversa. Como R? no tiene “agujeros” (es continuo),
la definicién anterior implica la continuidad de la materia que constituye B, como indica la
hipétesis fundamental de la Mecénica de Medios Continuos.

En la definicién anterior se indica claramente que existe un numero infinito de
configuraciones posibles para el cuerpo B. De entre todas ellas, elegimos una que llamamos
Xref y denominamos configuracion de referencia. Esta configuracién se llama asi porque va
a permitir referenciar comodamente cada particula P € B como se indica a continuacién:
es incomodo denominar P, Po, P3,... a cada particula del cuerpo B. Sin embargo, la
configuracién de referencia define una relaciéon biunivoca entre las particulas del cuerpo y
los puntos de un cierto conjunto abierto Byes := Xref(B) C R3. Por ello, dado un sistema de
coordenadas cualquiera para R?, a cada particula P del cuerpo le corresponde un tnico trio
de coordenadas (X1, X2, X3), y viceversa. Aunque son cosas distintas, se pueden identificar
particulas del cuerpo con puntos de B,y € R3. Cada trio (X1, X2, X3) es, en cierto modo,
el “nombre” de un particula P del cuerpo y se denomina coordenadas materiales del punto
P. Aunque la configuracién de referencia puede ser cualquiera, resulta conveniente emplear
como tal la correspondiente al cuerpo sin deformar, la llamada configuracion sin deformar.
Hay que subrayar que, en general, son conceptos distintos.

El problema bésico de la Mecanica de Medios Continuos consiste en estudiar las causas
y los efectos que hacen que un cuerpo cuya configuracién de referencia es X,y se transforme
hasta situarse en una configuracién deformada xgcs. Por ejemplo, una cuerda sujeta entre dos
puntos tiene una configuracion de referencia tal que B,.; = X, efB que coincide con una recta
entre los dos puntos que la sujetan y una configuracién deformada tal que Bgef = Xdef(B)
es una cicloide que pasa por dicho puntos.

Para concluir esta seccién indicamos que es corriente utilizar la expresion “configuracion”
para referirse al conjunto imagen de una de ellas, es decir, x(B). Siendo conscientes de ello,
su uso estd tan extendido que no se considera incorrecto.

2. El campo de deformacion de un medio continuo

La configuraciones de referencia y deformada definen un aplicacién entre By ¥ Bgey
que se denomina deformacion:

@ Bref — Baey s @ = Xdef © X;elf . (2.2.1)
La deformacién es una funcién que opera entre conjuntos de R? y es muy ttil, pues hace

innecesario referirse constantemente al cuerpo fisico B. De hecho, aunque hayamos definido
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Figura 2.2.1: El campo de deformacién de un medio continuo.

previamente el concepto de cuerpo y de configuraciones, la deformacion es el concepto mas
importante para el tratamiento matematico de la cinematica de medios continuos. A partir
de ahora no volveremos a emplear configuraciones ni conjuntos abstractos de puntos sino
subconjuntos de R? y aplicaciones entre ellos, es decir, deformaciones. Es sobre estas dltimas
sobre las que podemos aplicar el cédlculo diferencial e integral usual, pues es simplemente el
célculo en R3.

Se supondré a partir de ahora que se tiene un sistema de coordenadas cartesiano en R3
de forma que cada punto z € R? con coordenadas cartesianas (x1, 2, x3) se puede identificar
con su vector de posicién x

T— T =x1€e1 + x99 + x3€3 . (2.2.2)

Es importante recalcar que esta identificacién sélo es posible con las coordenadas cartesianas.
Por ello la deformacién ¢ definida en (2.2.1) se puede considerar como una una funcién
vectorial de variable vectorial. Siindicamos con letras maytisculas a las posiciones iniciales de
los puntos materiales y con letras minusculas a sus posiciones en la configuracion deformada,
podremos escribir

r=pX), X € Byey (2.2.3)
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Figura 2.2.2: Definicién geométrica del gradiente de deformacién

o empleando notacion indicial y coordenadas cartesianas
Ty = QOZ'(Xl,XQ,Xg) 5 1= 1,2,3 . (2.2.4)

La deformacion es el objeto cinematico fundamental pues proporciona la posicion de cada
particula de cuerpo (identificada con su posiciéon en B,.f). En la mayoria de los problemas
mecanicos esta funciéon no se conoce y la resolucion de dicho problema consiste en hallar
dicha funcién a partir de las fuerzas exteriores aplicadas. En este capitulo, sin embargo,
supondremos que ¢ es conocida y deduciremos a partir de ella otras cantidades cinematicas
de interés.

Las funciones ¢ que definen los campos de deformacién de los medios continuos pueden
ser muy variadas pero existen varias restricciones que han de cumplir. En primer lugar,
como composicién de dos configuraciones, han de ser funciones diferenciables. En segundo
lugar han de ser inyectivas. Esto quiere decir que si X e Y son dos puntos distintos de la
configuracién de referencia entonces ¢(X) # (Y. Lo que indica esta condicién es que dos
puntos no pueden deformarse de forma que acaben en la misma posicién pues la materia es
siempre impenetrable.

Resulta 1util referirse también al campo de desplazamientos, especialmente para la teoria
de deformaciones infinitesimales. Este campo se define de la siguiente manera:

u(X)=p(X)-X=x-X. (2.2.5)

La interpretacion geométrica de este campo es que representa el vector que une las posiciones
sin deformar y deformada de cada particula.
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3. El gradiente de deformacién

El primer objeto derivado de la deformacién es el gradiente de deformacion, un tensor
de segundo orden definido como

_3<P(X) _ d i
FX)=5%x S 0X;

e X €; . (231)

Este objeto es el segundo objeto mas importante de la cinemética de medios continuos pues
define la relaciéon entre elementos diferenciales de la configuracion sin deformar y los de la
deformada. Mds concretamente, si dX es un vector diferencial situado en el punto X de la
configuracién de referencia y da es el vector que resulta de la deformacién de dX se cumple
que

de =F(X)dX . (2.3.2)

Para demostrarlo, considérense dos puntos X y Y muy préximos en la configuracion de
referencia tal que Y = X + dX. Después de la deformacién ¢, estos dos puntos ocupan las
posiciones * = ¢(X) e y = p(Y). Si llamamos da al vector dX deformado que va de x a
y se tiene que, utilizando un desarrollo en serie

(2.3.3)

En algunas aplicaciones también se emplea el gradiente del desplazamiento u. Este se

define como 9 u(X) D p(X) X
u Oy - B B
X - X =F(X)-1. (2.3.4)

Ejemplo 3.1: Considérese la deformacién de un cuerpo sélido que ocupa, en su
configuracién de referencia, el cubo (0,1) x (0,1) x (0,1). EI cuerpo se encuentra
deformado con una funcién de deformacion:

P(X) = (X1 +7vX2)er + Xoes + Xzes . (2.3.5)

El campo de deformaciones asociado es u(X) = yXse; + Xoey + Xze3. La matriz
asociada al gradiente de deformacion es:

[F(X)] = (2.3.6)

o O =
O =2
= o O

O

14



3.1. Descomposicion polar del gradiente de deformaciones

Maés tarde veremos que el gradiente de deformacion siempre posee determinante
positivo. Tomando por el momento este resultado como valido se sigue del teorema de
la. descomposicion polar que el tensor F' siempre se puede descomponer como:

F(X)=R(X)UX)=V(X)R(X), (2.3.7)

siendo R un tensor ortogonal propio y U,V dos tensores simétricos, definidos positivos. El
tensor R se denomina tensor de rotacion y los tensores U, V', los tensores de alargamiento
derecho e izquierdo, respectivamente.

La accién del tensor R sobre un vector diferencial consiste en rotarlo, sin modificar su
magnitud. Por contra, tanto U como V actian sobre vectores diferenciales deformandolos.
De la expresién (2.3.7) se sigue que, en general, el gradiente deformacién F' consta de una
deformacién U y una rotacién posterior R, o equivalentemente, de una rotacién R y una
deformacién posterior V.

Como los tensores de alargamiento son simétricos tienen siempre tres autovalores reales
que se denominan los alargamientos principales y los denotaremos A1, Ao, A3. Como ademas
estos tensores son definidos positivos, los tres autovalores seran siempre positivos.

Ejemplo 3.2: Para hallar los alargamientos principales correspondientes a la
deformacién (2.3.5) se calculan los autovalores A\? del tensor

1 ol 0
[CX))=[FX)'[F(X)]= |y 1+7° 0 (2.3.8)
0 0 1
que son:
M=1, M=L12+7*-7/4+12), M=+ +9V4+1?). (2.3.9)
Los alargamientos principales son sencillamente las raices cuadradas positivas de los
autovalores (2.3.9). O

4. Medidas locales de deformacion

Ademads del gradiente de deformacién y de los tensores de alargamiento existen otras
muchas medidas locales de deformacién que se emplean en Mecanica de Medios Continuos.
Aunque como ya se ha explicado el gradiente de deformacién contiene toda la informacién
sobre la deformacion local de un cuerpo hay ocasiones en las que otras medidas proporcionan
informacién especifica mas conveniente o necesaria. Ya hemos visto, por ejemplo, como los
tensores de alargamiento sirven para identificar los alargamientos principales, que contienen
informacién muy interesante, como ya se verd. Existen ademds tensores de deformacion,
como el tensor de Green-Lagrange, que se emplean comtinmente para la definicién de modelos
constitutivos como se explicara en el capitulo correspondiente.
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El tensor derecho de Cauchy-Green es un tensor de segundo orden definido como
C(X)=FX)TF(X) . (2.4.1)

De su definicion se sigue que es un tensor simétrico, definido positivo. M&s ain, empleando
la descomposicion polar del gradiente de deformaciones es inmediato verificar que

C(X)=U(X)*. (2.4.2)

La descomposicién espectral del tensor (derecho) de Cauchy-Green se puede obtener
inmediatamente a partir de la del tensor (derecho) de alargamiento U. Si los alargamientos
principales se denotan como Aj, Ao, A3 y las direcciones principales de U como vy, vo,vs
entonces

3
C = Z My, ov, . (2.4.3)

a=1

El tensor izquierdo de Cauchy-Green esté definido como
b(X)=F(X)F(x) . (2.4.4)

El tensor derecho de Cauchy-Green se emplean can mucha frecuencia para estudiar aspectos
locales de la deformacién, como se verd en la ‘sec-trans’. Un tensor de deformacién
que se emplea a menudo para la construccién de modelos constitutivos es el tensor de
Green-Lagrange:

E(X) = (C(X)-1), (2.4.5)
cuya descomposicion espectral se puede encontrar facilmente:

3
E=> 1N -1 v, Qv, . (2.4.6)

a=1
En general, empleando el concepto de descomposicion espectral de un tensor se pueden

definir infinitas medidas de deformacién. Para ello basta con definir funciones escalares f(\)
y construir el tensor de deformacién correspondiente de la siguiente manera:

3

E=Y f(\)va® v, . (2.4.7)

a=1

Evidentemente, existen algunas restricciones para las funciones f(\) que son:
i) Han de estar definidas para A\ € (0, 00),

ii) han de ser monoténicamente crecientes (f'(\) > 0),

)
iii) han de anularse cuando el cuerpo no esta deformado, es decir, f(1) =0,y
)

iv) deben de cumplir que f/'(1) = 1.

La justificacion de la tltima condicion se entiende en el contexto de las deformaciones
infinitesimales, explicadas méas adelante en este capitulo. El tensor de Green-Lagrange es de

16



Figura 2.5.1: Transformacién de una curva material I.

la forma (2.4.7), siendo f(A) = 3(A\? — 1). Resulta til generalizar este tipo de medidas de
deformacién de la siguiente manera:

3 1 m .
E™ Z S fm(0) v 0 v, mn) = { mA" =D SIAEO g g
Se puede verificar de forma inmediata que las funciones f(™) cumplen las cuatro condiciones
identificadas anteriormente.

Ejemplo 4.1: Considérese la estiramiento uniforme de una barra recta empotrada en un
extremo y de longitud L en su configuracion de referencia. La barra se estira debido a la
aplicacién de una fuerza en su extremo libre de forma que su longitud deformada sea ¢ con
lo que el campo de deformacién para este problema unidimensional es (X ) = ¢/LX.

i) El gradiente de deformacién es F' = %LXX) =/{/L.
ii) El tensor de Cauchy-Green es simplemente C' = ¢?/L2.
iii) El tensor de Green-Lagrange toma el valor E = 62225’2.
iv) El tensor de deformacién E(® se simplifica a E(®) = log £. O]

5. Transformacion de longitud, superficie y
volumen

La cinematica de medios continuos intenta describir la deformacion global y local de
los cuerpos. En particular, resulta muy interesante poder calcular, a partir del campo de
deformaciones, como se transforman los arcos, las superficies y los volimenes. La forma de
abordar esta cuestion es estudiando estas transformaciones a nivel diferencial e integrando
los resultados asi obtenidos. Como veremos en esta seccién toda esta informacién se puede
obtener a partir del gradiente de deformacién.
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5.1. Transformacién de longitud y angulo

Ya se explico en la ‘sec-deformacion’ que el gradiente de deformaciéon F' transforma
los vectores diferenciales desde la configuracién de referencia a la deformada. Suponemos
ahora que un vector diferencial dX en la configuracién de referencia tiene direccién 7, y
longitud dS, es decir, dX = 1,dS. Una vez transformado debido a la deformacién del
medio continuo, este vector se transforma en dx que tiene direccién n y longitud ds. La
definiciéon matematica de estas dos longitudes (que son magnitudes escalares) es:

ds? = dX - dX , ds? = dz - dx . (2.5.1)

A partir de la expresién (2.3.2) que relaciona los vectores diferenciales sin deformar y
deformado obtenemos:

ds* = (FdX) - (FdX) = (n,dS) - FTF(n,dS) = dS*n,-Cn, . (2.5.2)

Concluimos pues, que dado un vector diferencial dX = n,dS, con ||n,|| = 1 y origen en el
punto X de la configuracién de referencia, éste se transforma en otro vector diferencial da,
con origen en * = (X)) y de longitud ds, dada por la expresién (2.5.2). El alargamiento
por unidad de longitud de la curva I" en el punto X verifica pues:

A=+vn,-C(X)n, . (2.5.3)

Consideremos ahora el caso méas complejo de una curva material I' definida en la
configuracién de referencia. Esta curva estd “pegada”’ a las particulas materiales que se
encuentran “bajo” ella. Cuando estas particulas se deforman debido a la deformacién ¢, la
curva también se deforma y ocupa una posicién v = ¢(I") de la configuracién deformada.
La longitud de las dos curvas se puede calcular como

L—/ ds |
; I'(X)

(2.5.4)
52/7dS:/F\/??o(X)'C(X)no(X)dSv ﬁo(X):m-

Se puede considerar ahora el cambio del dangulo que forman entre si dos vectores
diferenciales dX; = 11 dS1 y dXs = 12 dSs con origen en el punto X € B, al deformarse
el cuerpo. El angulo 6, que estos dos vectores forman en la configuracion de referencia se
puede calcular empleando las propiedades del producto escalar:

dX; - dXo

cos@ = ——————
[ X[ Xz

=n -7 . (2.5.5)
De la misma manera, después de deformarse, los correspondientes vectores diferenciales
forman un angulo 6 en la configuracién deformada cuya magnitud viene dada por

dCCl . d.’BQ
cosf) = — = (2.5.6)
| daey [|[| daz |
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que se puede expresar como:

n1 - C(X)m2
Vi C(X)my/n2 - C(X)n,

cosf = (2.5.7)

5.2. Transformacion de area

De la misma manera que las curvas materiales se deforman cuando el medio sobre el
que estan definidas se deforma, las superficies también. Para evaluar cuantitativamente el
efecto de esta deformacién se considera un diferencial de superficie sobre la configuracién de
referencia. Este diferencial es una cantidad vectorial cuya magnitud dA es el drea de un
paralelogramo de lados dX; y dX», y cuya direccion IN viene dada por dX; A dXs. Es
decir,

dA=NdA=dX; A dXs . (2.5.8)

Para calcular la superficie y direccion del elemento de area deformado basta con emplear las
definiciones dx; = FdX;, dee = FdX, asi como la propiedad elemental (T'a) A (T'b) =
det(T)T~T(aAb). De estas expresiones se obtiene que el diferencial de superficie deformada
da se puede calcular como

da = dzy A doy = (FdX,) A (FdXs) = det(F)F7(dX; A dX5) = det(F)F T dA .
(2.5.9)

5.3. Transformacion de volumen

Finalmente, y siguiendo el mismo proceso que en los dos casos anteriores, también
podemos calcular el efecto de la deformacién sobre el volumen de un cuerpo continuo. Sea
un diferencial de volumen material dV en la configuraciéon de referencia. Este volumen
se puede considerar como el que contiene un paralelepipedo diferencial cuyos lados son los
vectores diferenciales d X, dX5 y dXj situados sobre el punto X € B,. A partir de las
propiedades del producto mixto el volumen diferencial se puede calcular como

dV = [dX}, dX,, dX3) . (2.5.10)

Empleando la propiedad del producto mixto [Ta,Tb,Tc] = det(T)[a,b,c] resulta de
(2.5.10) que el diferencial de volumen deformado dv tiene valor

dv = [diBl, diEQ, d:Ug] = [FXm,FdXQ,Fng] = det(F)[Xm, dXQ, dX3] = det(F) dv .
(2.5.11)
El determinante del gradiente de deformaciones se suele indicar con la letra J, asi pues

J =det(F) = +/det(F) = I3(F) . (2.5.12)

El jacobiano J proporciona, como se ha visto, el cociente entre el volumen deformado y el
volumen sin deformar de un paralelepipedo elemental. Como la materia no puede desaparecer,
este cociente podra ser mayor o menor que uno, pero siempre habra de ser positivo.

19



Sea (2, una regién material del cuerpo. SisuvolumenesV = [, . dV se obtiene facilmente
que el volumen de esta region una vez deformada es

v = volumen(p(§2,)) = /()0(Q | dv = / J(X)dV (2.5.13)

6. Deformaciones de sélido rigido

En las préximas tres secciones se van a estudiar algunos tipos de deformaciones que
merecen especial atencion. El primer tipo lo constituyen las deformaciones de sélido rigido.
Estos tipos de movimientos son aquellos en los que el cuerpo se mueve sin que cambie la
distancia relativa entre puntos del mismo. Es decir, para cualquier pareja de puntos X,Y
del cuerpo:

1Y = X = lle(Y) —(X)] . (2.6.1)

Las deformaciones de sélido rigido son siempre de la forma:
P(X) = o(Y)+ QX - Y), (2.6.2)

donde Y es un punto cualquiera del cuerpo y @ es un tensor ortogonal propio. Es
sencillo comprobar que los movimiento de tipo (2.6.2) preservan las distancias relativas.
La demostracién de que éstas son las tnicas deformaciones con esta propiedad es un poco
mas compleja: derivando (2.6.1) respecto a X primero y respecto a Y después se obtiene:

FX)TF(Y)=1. (2.6.3)

Eligiendo X = Y en esta ecuacién deducimos que el gradiente de deformacién ha de ser
ortogonal y puesto que det(F') > 0, ademds propio, es decir una rotacién. Volviendo a
la ecuacion (2.6.3) se deduce que F(X) = F(Y), es decir que el campo de rotaciones es
constante F'(X) = Q. Una deformacién con gradiente de deformacién constante e igual a Q
ha de ser de la forma (2.6.2).

Las deformaciones de sélido rigido tienen gradiente de deformacién F(X) = @ por lo
que el tensor de Cauchy-Green es sencillamente

cC(xX)=Q"'Q=1. (2.6.4)

Se deduce pues que, como era de esperar, una deformacién de sélido rigida preserva
las longitudes, areas y volumenes diferenciales. También se puede demostrar que una
deformacién con C(X) =1 ha de ser de la forma (2.6.2).

Dentro de las deformaciones de soélido rigido existen un tipo muy sencillo que son las
translaciones rigidas. Estas son de la forma:

o(X)=a+X . (2.6.5)
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7. Deformaciones homogéneas

El segundo tipo de deformaciones que estudiamos son las llamadas deformaciones
homogéneas, definidas como aquellas en las que el gradiente de deformacion F' es constante
para todas las particulas del cuerpo.

F(X)=F. (2.7.1)
La forma ma&s general de una deformaciéon homogénea es pues
p(X)=a+FX , (2.7.2)

siendo a un vector cualquiera.

Este tipo de deformacién es sencillo pues todas las medidas de deformacién (que siempre
se derivan del gradiente de deformacién) son iguales para todos los puntos del cuerpo. Esto
ademads implica que las relaciones derivadas para la transformacién de vectores infinitesimales,
areas y volimenes son en este caso vélidas para vectores, dreas y voliumenes de tamano finito.

Un caso particular sencillo pero importante de deformacion homogénea es el alargamiento.
Se dice que una deformacién es un alargamiento o estiramiento si es de la forma:

P(X)=Y +UX -Y), (2.7.3)

siendo Y un punto fijo y U un tensor simétrico y definido positivo. Se puede comprobar
inmediatamente que un alargamiento es una deformacién homogénea con gradiente de
deformacién F(X) = U. Empleando el teorema de la descomposicién polar al gradiente de
deformacién concluimos que ésta no incluye ninguna rotacion. Notese que una deformacién
de alargamiento puede “acortar” las dimensiones del cuerpo continuo.

El siguiente teorema caracteriza todas las deformaciones homogéneas como composicién
de otras més sencillas:

Teorema 7.1: Toda deformacion homogénea @ se puede escribir como la composicion de
una translacion, una rotacion pura y un alargamiento:

LP(X) = (Qotr O Prot © ‘Pest)(X) . (274)

DEMOSTRACION: Para demostrar este teorema basta definir las tres deformaciones como:

pr=pY)+X-Y,
Gt =Y +R(X-Y), (2.7.5)
Yt =Y +UX-Y).
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8. Deformaciones infinitesimales

Quizas las deformaciones “sencillas” m&ds importantes que existen son las llamadas
“deformaciones infinitesimales” y que estudiamos en esta seccién. Este tipo de deformaciones
son las que se estudiaban antes casi exclusivamente en asignaturas como “Elasticidad y
Resistencia de Materiales”, pues permiten resolver un gran nimero de problemas practicos y
ademads son mucho mas sencillas que las deformaciones generalizadas que se han presentado
en este capitulo. Aunque nos cefliremos en esta seccién a su descripcién cinematica, este tipo
de deformaciones simplifica también, como veremos mas adelante en el curso, las ecuaciones
de equilibrio y los modelos constitutivos.

Para medir el tamano de una deformacién definimos el parametro adimensional
MX) = H(X)|, (2.8.1)

donde H = GRADu. Este pardmetro permite definir de manera rigurosa el concepto de
deformacién infinitesimal:

Definicién 8.1: Se dice que una deformacion es infinitesimal si, para todo punto X € By.f,
el pardmetro h(X) es muy pequeno, es decir,

MX)<1. (2.8.2)

Las deformaciones infinitesimales son un subconjunto de las deformaciones posibles de
un cuerpo. La propiedad (2.8.2) que las caracteriza tiene implicaciones de muy largo
alcance, la mayoria de las cuales simplifica enormemente el tratamiento matemético de dichas
deformaciones. La primera simplicacion del calculo tensorial es que no resulta necesario
distinguir entre derivadas con respecto a coordenadas materiales y espaciales. Asi por ejemplo

du OJu 0X

(2.8.3)

Por ello, cuando se estudien deformaciones infinitesimales, no se utilizara la notacion GRAD
o grad sino Unicamente V. De la misma manera, en vez de DIV o div emplearemos V-, y
en vez de ROT y rot, simplemente VA.

Existen dos tensores de deformacion que se emplean cominmente en problemas de
deformaciones infinitesimales:

Definicién 8.2: En una deformacion infinitesimal con funcién de desplazamiento u(X)
se define el tensor de deformacion infinitesimal €(X) como el tensor de sequndo orden
simétrico

e(X) = L(Vu(X) + VTu(X)) , (2.8.4)

0 en componentes
€ij = %(Ui,j +ugi) = Uy - (2.8.5)
Ademdas se define el tensor de rotacion infinitesimal W (X) como el tensor de seqgundo

orden hemisimétrico
W(X)=1(Vu(X) - VTu(X)), (2.8.6)
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o0 en componentes
Wij = %(Ui,j — Uj;) = U g - (2.8.7)

Existen varias maneras de motivar la definicién del tensor de deformaciones
infinitesimales. El siguiente teorema muestra que dicho tensor es una aproximacion del tensor
de deformacién de Green-Lagrange. En realidad, dicha justificacién se podria generalizar a
cualquier medida de deformacién del tipo (2.4.7).

Teorema 8.3: El tensor de deformaciones infinitesimales € es una aproximacion de orden
O(h?) del tensor de deformacion de Green-Lagrange E.

DEMOSTRACION:

&
Il

(FTF —1)

(1+H)T1+H)-1)

(H+H" +H"H) (2.8.8)
+1H"H

+ O(h?) .

™ M = = N

En una deformacién infinitesimal el tensor de deformacién (de Green-Lagrange, por
ejemplo) es igual, salvo un error de tamaiio O(h?), al tensor infinitesimal de deformacién e.
Por ello, si se ignoran estos pequenos errores, el tensor € es la medida de deformacién que
caracteriza este tipo de deformaciones.

La teoria de deformaciones infinitesimales, o pequenas deformaciones, parte de la
hipétesis de que dichos errores se pueden ignorar y por lo tanto € es la Unica medida de
deformacién. Hay que resaltar que esto es una aproximacién que sélo es buena cuando h(X)
es muy pequeno, pues € no es una verdadera medida de deformacién para deformaciones
grandes.

Una propiedad fundamental de las deformaciones infinitesimales es que la medida de
deformacién € es una funcion lineal, al contrario que E y otras medidas de deformacién
discutidas en la ‘sec-trans’. Esta es una caracteristica que modifica de manera radical
la forma de enfocar la teoria de medios deformables y eventualmente posibilitard que las
ecuaciones del problema eldstico con deformaciones infinitesimales definan un problema lineal.
Esto a su vez posibilitara el principio de superposicién que puede ser empleado para resolver
problemas de forma sistematica y simplificada.

8.1. Deformaciones infinitesimales rigidas

El tensor de deformacién infinitesimal mide el grado de deformaciéon local en una
deformacién infinitesimal. Por ello se dice que una deformacién es infinitesimalmente rigida
si dicho tensor de deformaciéon se anula, es decir

e(X) =0, paratodo X €B (2.8.9)
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En las deformaciones infinitesimales rigidas el gradiente de desplazamiento H ha de ser
hemisimétrico y coincide con el tensor de rotacién infinitesimal W':

H =sim(H)+hem(H)=e+W =W . (2.8.10)

Este tipo de deformaciones ha de tener una funcién de desplazamiento que sdlo puede ser de
la siguiente forma:
u(X)=uY)+ WX -Y), (2.8.11)

donde Y es cualquier punto del cuerpo. Recalcamos que una deformacion infinitesimalmente
rigida no es una deformacién rigida, tal y como éstas se definieron en la ‘sec-rigido’.

8.2. Cambio de volumen

En la ‘subs-volumen’ estudiamos cémo se puede calcular el cambio de volumen en
una deformacién cualquiera. En el caso de una deformacion infinitesimal dicho calculo se
simplifica, si estamos dispuestos a despreciar los terminos de orden O(h?) o més pequeios.

Definicién 8.4: La deformacién volumétrica infinitesimal (X)) es el la funcion escalar

0(X) = traza(e(X)) =V -u(X) . (2.8.12)

Como en el caso de las medidas de deformacién infinitesimal introducidas anteriormente,
la funcién escalar 0 es una aproximacién al verdadero cambio de volumen que ocurre en
una deformacion cualquiera. La precisién de dicha aproximacion depende, como siempre, del
tamano de h.

Teorema 8.5: La deformacion volumétrica @ es una aproximacion de orden h? al cambio
de volumen J — 1, donde J = det(F).

DEMOSTRACION: Para demostrar este teorema basta con calcular el valor del jacobiano J. Si
|H|| = h, entonces

J =det(F) =det(14+ H) =1+ Hy; + Hop + Hzz + O(h?) . (2.8.13)

Con lo que
0 = Hi1 + Hys + H3g , (2814)
es una aproximacién de orden O(h?) al verdadero cambio de volumen. [

8.3. Deformacion desviadora y volumétrica

En numerosas circunstancias serd necesario descomponer una medida de deformacién
cualquiera en dos partes independientes: una parte informa sobre el cambio de volumen
que el cuerpo experimenta localmente y otra sobre el cambio de forma, también local. La
primera parte se llama la deformacién volumétrica y la segunda, la desviadora. A partir de
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los argumentos de la 2.8.12 se deduce que la parte volumétrica del tensor de deformacién
infinitesimal es:

e(X) = 21, (2.8.15)

y la parte desviadora es:
ei(X) =e(X)=¢e(X) —e,(X) . (2.8.16)

El tensor €, es un tensor de deformacion cuya traza es la misma que la traza de €, es decir

9 )
que representa la misma deformacién volumétrica. El tensor e sin embargo tiene traza nula,
es decir, que no contiene nada de deformacién volumétrica.

8.4. Transformacién de longitud y angulo en una deformacion
infinitesimal

En la ‘subs-longitud’ se estudié cémo el tensor (derecho) de Cauchy-Green incluye la
informacién necesaria para obtener el cambio de longitud de vectores diferenciales debido a
la deformacién y el cambio en el angulo que forman dos de ellos. En esta seccién se estudia
los mismos efectos pero en deformaciones infinitesimales y deduciremos que el tensor de
deformacién infinitesimal € también se puede emplear para obtener esta misma informacién
local.

De la misma manera que en la ‘sec-trans’ consideramos un vector dX en la
configuracién de referencia, de tamano dS = ||dX | y direccién n. Si se define d = A —1y
se usan las ecuaciones (2.8.8) y (2.5.3) obtenemos:

n-e(X)n=n-EX)n+ OK*) =i -1+ OR*) =5 O0(h?) . (2.8.17)

Este resultado establece que el producto n - en sirve para calcular el incremento de longitud
unitario en la direccién 7, en el punto X. En particular si escogemos 17 = e;, un vector de la
base coordenada, obtenemos que €;; (no hay sumatorio) es el incremento de longitud unitario
en la direccién coordada X;.

De la misma manera, si ahora consideramos dos vectores diferenciales dX;, dXsy de
tamanos dSp, dSs, direcciones 11,172, situados en el punto X de la configuracién de
referencia, se tiene que usando la misma notacién que en la ‘subs-longitud’,

m - Eny = %(m -Cny—my-1m2) = %(/\1)\2 cosf — cosO) . (2.8.18)

Supongamos ahora que elegimos los dos vectores diferenciales de forma que formen
inicialmente un angulo @ = 7/2, y definamos 6; = Ay — 1,50 = Ao — 1,y = 7/2 — 0.
Entonces,

n - Eny = $((1+61) (14 62) cos(m/2 — ) — 0) = 3(1+ 61 + 62 + §1d2) seny . (2.8.19)

Si en lugar de emplear el tensor de Green-Lagrange empleamos el tensor de deformaciones
infinitesimales se sigue que:

n-emy =mn1-Eny + Oh?) = %(1 + 61 4 69 + 8102) seny + O(h?) . (2.8.20)
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Antes de deformarse Después de deformarse

Figura 2.8.1: Angulo 7 que determina la deformacién por cortante.

En una deformacién infinitesimal tanto las cantidades § como el angulo v han de ser de orden
O(h) y la expresion anterior se puede simplicar a:

- % + O®h?) . (2.8.21)
Este resultado establece que el producto m; - eno sirve para calcular el cambio del dngulo,
debido a la deformacién, que forman dos vectores infinitesimales que inicialmente formaban
un angulo recto. En particular si escogemos 1; = e;, un vector de la base coordenada,
obtenemos que €;; es la mitad del dngulo que se ha cerrado o abierto entre dos vectores
paralelos a e; y e; y situados en el punto X. La cantidad v se llama de deformacién por
cortante (ingenieril).

9. Ecuaciones de compatibilidad

Dada una funcién de deformacién ¢(X) se pueden hallar las medidas locales de
deformacién C(X), E(X), etc. Sin embargo, dado un campo de deformaciéon C(X), jexiste
alguna deformacién ¢(X) tal que dicho tensor de Cauchy-Green provenga de ella? La
respuesta a esta pregunta no es inmediata y desde luego no siempre es afirmativa (véase
Marsden:elas:83, PG. 81].

De la misma manera, en una deformacion infinitesimal, dado el campo de desplazamientos
u(X) se puede calcular el tensor de deformacion infinitesimal (X'). Ahora bien, la pregunta
inversa, al igual que en el caso de deformaciones finitas, no es trivial. Para el problema de
deformaciones infinitesimales presentamos en forma de un teorema, que no demostramos,
las condiciones necesarias y suficientes para que un campo de deformaciones infinitesimales
e(X) provenga de un campo de desplazamientos.
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Teorema 9.1: Un campo de deformaciones infinitesimales €(X) proviene de un campo de
desplazamientos u(x) si y sélo si se cumplen las (seis) condiciones:

€ijkl T+ €klij = €ikjl + €k ik (2.9.1)

En el caso de deformacién plana (u; = u(X1, Xo),us = wua(Xi,X2),us = 0) las
condiciones (2.9.1) se simplifican y sélo una de ellas es independiente

€11,22 + €2211 = 2€12)12 - (2.9.2)

10. Movimientos en tiempo. Trayectoria

Hasta ahora nos hemos centrado en el estudio de la cinematica de cuerpos deformables
centrandonos en las deformaciones que ocurren entre una configuracién de referencia y
una configuracién deformada. En ésta y las préximas secciones se estudian familias de
configuraciones deformadas y los objetos cineméaticos que se pueden definir para su estudio.

En primer lugar se define un movimiento como una familia de configuraciones ¢; que
depende de un pardmetro ¢ (el tiempo) de forma diferenciable. Es decir, si K(B) es el espacio
de configuraciones posibles de un cuerpo continuo B, entonces ¢; es una curva en K(B). La
notacién que se emplea para cada una de estas configuraciones es (X)) o p(X,t).

Se define la configuracién inicial como aquella que tiene lugar en el instante t = 0, es
decir, x,. Es muy corriente que cuando se estudia el movimiento de un cuerpo éste se
encuentre sin deformar en el instante inicial, es decir x, = Xrer- Aunque los conceptos
de configuracién inicial, de referencia y sin deformar son distintos en la practica coinciden
practicamente siempre y los emplearemos indistintamente.

Cuando un cuerpo realiza un movimiento como se ha descrito anteriormente, cada
particula material X € B,.s recorre una curva en el espacio ¢(t) que se puede expresar
en funcion del campo de configuraciones como:

c(t) = p(X,t) . (2.10.1)

Esta curva se denomina trayectoria y determina de forma inequivoca la posicién de la
particula X en cada instante de tiempo. Nétese que en el instante ¢t = 0, ¢(0) = ¢(X,0) =
X.

11. Descripcién material y espacial

El movimiento de un cuerpo continuo se define completamente mediante la familia de
configuraciones ;. En un instante de tiempo genérico t ademds estas configuraciones definen
una aplicacién biyectiva entre B, y B;. Esto significa que cada particula material X € B,
ocupa, en dicho instante, un punto del espacio « € B; y que ademads cada punto de la region
B, € R? es la imagen de una y solamente una particula material del cuerpo. Dado una
posicion x € B; podemos encontrar cudl es la particula que ocupa ese lugar en el instante ¢
mediante la funcién inversa y obtenemos X = ¢, Lx).
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Considérese ahora un campo escalar, vectorial o tensorial Y que estd definida en todo
instante sobre las particulas materiales de la configuracién de referencia. La expresién
completa de esta funcién, incluyendo sus argumentos, es Y (X,t) y devuelve, para cada
instante de tiempo ¢ el valor del campo Y que corresponde a la particula X. Se dice que Y
es un campo material.

Empleando la relacién biyectiva que la deformacion establece podemos expresar el campo

Y en funcién de la posicién x en lugar de la particula X. Para ello sustituimos X por
@; H(x,t) y definimos

y(@.1) = Yo, (1)) (211.1)

El campo y = Yo, 1 depende de la posicién y del tiempo y se denomina espacial. Los dos
campos Y y y dan el mismo resultado si se evaliian en el mismo instante de tiempo y si
x = p(X). Ademds, conocido uno de ellos y la funcién ¢; se puede calcular el otro.

En Mecanica de Medios Continuos se usan campos materiales y espaciales, segun la
conveniencia de cada situacién. En la mayoria de las situaciones se emplean letras maytsculas
para indicar los campos materiales y letras minisculas para los espaciales. Como en el ejemplo
anterior, la versién material y espacial de un mismo campo se indican con la misma letra
pero en mayuscula y mintdscula, respectivamente.

12. Velocidad y aceleracién

Las definiciones de velocidad y de aceleracién en Mecénica de Medios Continuos coinciden
con las definiciones clasicas estudiadas en Mecanica Clasica. Sin embargo merecen un estudio
cuidadoso para diferenciar las distintas formas de calcularlas.

Como en la ‘sec-tiempo’ se considera la trayectoria c(t) = @(X,t) de una particula
material X y se definen su velocidad y aceleracién como la primera y segunda derivadas
temporales de esta funcién. Mas explicitamente:

Definicién 12.1: Dado un movimiento ¢ de un cuerpo continuo, se definen la velocidad
material V' y la aceleracion material A de un particula X € B, como:

dp(X,1)
ot ’

OV (X, 1)

V(X.,1) =p(X,t) = Ot

A(X 1) = p(X,t) = (2.12.1)

Por su definicién resulta obvio que se trata de dos campos vectoriales materiales.
Fisicamente representan la velocidad y aceleracién, en el sentido clasico, de la particula
que ocupa la posicién X en el instante ¢ = 0. Para muchas aplicaciones resulta tutil definir
la version espacial de estos dos campos y se emplean las siguientes definiciones

Definicién 12.2: Dado un movimiento ¢; de un cuerpo continuo y la velocidad y
aceleracion materiales V', A se definen la velocidad espacial v y la aceleracion espacial a
como

v(x,t) = V(e; ' (x,t),1) , a(x,t) = A(p; Hx,1),1) . (2.12.2)
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Como indican sus definiciones, se trata de dos campos espaciales. Fisicamente,
representan la velocidad y la aceleracién, en sentido clédsico, de la particula que en el instante
de tiempo t ocupa la posicién x.

Es importante notar que ni la velocidad espacial ni la aceleracion espacial son la derivada
temporal de ninguna funcion. Para hacer mas patente esta distincion se define el siguiente
concepto;

Definicion 12.3: Sea Y un campo escalar, vectorial o tensorial material. Se define la
derivada temporal material como la derivada parcial de dicho campo con respecto al tiempo
y se denota

. oY
Y=—-. (2.12.3)

La derivada temporal material de y, un campo escalar, vectorial o tensorial espacial, se
define de igual manera, es decir, como la derivada parcial con respecto al tiempo estando
X fija. Para distinguirla de la derivada parcial con respecto al tiempo usual, la derivada
temporal material de dicho campo se escribe %—:? y se calcula como

Dy(z,t) _ 0dy| _ dy(e(X,i),t Oy(x,t)

Dt Ot |x at =—g;  Tendy(@ (). (2.12.4)

Con la notacién introducida podemos resalta que la aceleracion espacial a # ¥ sino que

se puede calcular como

Dv Ow
=5 =57 + (grad v)v . (2.12.5)

13. Ejercicios propuestos

2.1 En un cierto instante, la deformacion de un medio continuo viene definida por:
QO(X) = (Xl — AX3)81 + (X2 — AX3)€2 =+ (—AXl =+ AX2 + X3)€3 .

Se pide:

1) Obtener el tensor gradiente de deformacién F(X), y justificar que se trata de una
deformacién homogénea.

Calcular el vector deformado de ej.

Hallar el tensor derecho de Cauchy-Green por la derecha C(X).

Calcular los alargamientos de los vectores e, es y es.

Obtener el tensor material de deformacién o tensor de Green-Lagrange E(X).
Determinar el tensor gradiente (material) de desplazamientos H (X).

\]

T W
— — —

(=}

2.2 Un medio continuo experimenta una deformacion definida por la funcion

e(X) = (Xi + X2)e; +sen Xaes + Xzes .
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Se pide:

1) Calcula la expresién del gradiente de deformacién F(X) y del tensor de Cauchy-Green
C(X).

2) Calcula los alargamientos principlales en el punto Z = (1,0, 3), asi como las direcciones
principales.

3) Un vector diferencial dX tiene su origen en Z y direccién (1/v/2,1/4/2,0). ;Cuél es su
alargamiento por unidad de longitud al deformarse?

4) De todos los vectores diferenciales con origen en el punto Z, ;Cuél de ellos experimenta
un mayor alargamiento unitario? ;Cuanto vale dicho alargamiento?

5) ;Cudl es el incremento de volumen que sufre al deformarse un paralelepipedo infinitesimal
situado en el punto Z7?

2.3 Una barra deformable, recta y de seccién uniforme se encuentra sujeta en un extremo.
Para estudiar la deformacion de la barra se supone que el extremo fijo coincide con el origen
de un sistema de coordenadas cartesiano y que la barra se encuentra situada en la direccién
del eje de coordenadas definido por el primer vector de la base coordenada, e;. La longitud
la barra en el instante inicial se supone conocida y de valor L,. Al aplicar una fuerza en la
direccién de e sobre el extremo libre de la barra ésta se deforma, permaneciendo sobre el eje
coordenado, y su longitud en un instante cualquiera ¢t > 0 se denomina L;. Si denominamos
X € [0, Lo] a los particulas de la barra en la configuracién de referencia, la deformacién se

puede escribir como:
r=p(X,t)=X- (1+ct),

siendo ¢ una constante. De esta manera, la longitud L, de la barra en el instante ¢ se puede
hallar como ¢(L,,t) = L,(1+ ct), puesto que coincide con la posicién de la particula X = L,
en el instante t. Para ¢ = 1, se pide:

1) Calcular el gradiente de deformaciones F' expresado como una funcién del tiempo y
también expresado como una funcién de la longitud actual L; (y otras cantidades
conocidas).

2) Razonar si la deformacién de la barra es homogénea.

3) Calcular el tensor de Cauchy-Green C, igual que antes expresado como una funcién del
tiempo y también expresado como una funcién de la longitud actual L;.

4) Calcular el tensor de Green-Lagrange, también expresado como una funcién del tiempo
y como una funcién de la longitud actual L.

5) Dibujar un gréfico de Fi1,C1, y E11 en funcién de Ly/L,.

2.4 Se considera ahora una deformacién infinitesimal de un cuerpo con funcién de
desplazamiento:
’U,(X) = (4X1 — X9+ 3X3)61 + (Xl + 7X2)€2 + (—3X1 +4Xo + 4X3)€3 .

Se pide:

1) El tensor de deformacién infinitesimal € y el tensor de rotacién infinitesimal W.
2) La deformacién volumétrica € y el tensor de deformacién desviador.
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3) Las deformaciones principales.
2.5 Dado el gradiente de deformacién de un estado homogéneo,

1
IF]= |0
0

S NN
N OO

se pide:

1) Calcular el tensor derecho de Cauchy-Green por la derecha y el tensor material de
deformacién o tensor de Green.

2) Calcular el vector transformado de e, determinando dngulo girado y su alargamiento.

3) Calcular el angulo formado por los vectores transformados de e; y es.

4) Calcular el volumen formado por los vectores deformados de e, ez y es.

2.6 Considerar un cuerpo de dos dimensiones sometido a una deformacién cuyo valor en
coordenadas cartesianas es:

et x) = { B0

Para esta deformacion,

1) Calcular el gradiente de deformacién F'. Explicar si la deformacién es homogénea.

) Calcular C, el tensor de deformacién de Cauchy-Green.

) Calcular la velocidad material y la velocidad espacial.

) Calcular el alargamiento A en el punto (X, X2) = (1,1), en el instante ¢t = 2, segin la
direccion e;.

=W N

2.7 En un cierto instante, el campo de desplazamiento de un medio continuo es:
up = (a1 — 1)X1, uz = (a2 — )Xo+ a1 Xy, wuz=(az3—1)X3,

siendo a1, as, as tres constantes positivas. Determinar el valor de dichas constantes sabiendo
que el sélido es incompresible, que un segmento paralelo al eje X3 no se alarga y que el area
de un elemento situado en el plano X7 X3 no se ha modificado.

2.8 Para la deformacion definida por:
r1=X1+mX3, w2=Xo, x3=X3-mXy,

donde m es una constante, hallar el volumen de la deformada de una esfera de centro (0,0, 0)
y radio R.
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Capitulo 4

Leyes de balance y

conservacion

1. Introduccion

Los cuerpos continuos, sin excepcién, se comportan verificando unas leyes de balance o
conservacion. La Mecanica de Medios Continuos postula estas leyes, pues no son demostrables
a partir de otros principios y constituyen, junto con la cinemadtica y los modelos constitutivos
los tres pilares de esta disciplina.

Estas leyes de conservacion, a saber, de la masa, de la cantidad de movimiento, del
momento cinético y de la energia, son idénticas para todos los cuerpos: sélidos, fluidos y
gases de todo tipo.

Estos principios de conservacién subrayan el poder unificador de la Mecanica de Medios
Continuos y su enunciado completo sélo es posible empleando el formalismo del calculo y
algebra vectorial y tensorial explicado hasta el momento.

En este capitulo examinaremos estas relaciones de balance e identificaremos diferentes
expresiones matematicas que las expresan de forma precisa, y que se pueden emplear en
problemas practicos.

33



Figura 4.2.1: Superficie material

2. Curvas, superficies y volimenes materiales

Para comenzar a explicar estos conceptos considérese el cuerpo B, sin deformar y una
superficie cualquiera S, que intersecta al cuerpo. La expresién matemaética de los puntos del
cuerpo que estan sobre esta superficie es una ecuacién escalar de la forma

X €B,:Sy(X)=0. (4.2.1)

Una superficie material es un conjunto de puntos que corresponden, en cada instante, a las
posiciones que ocupan las particulas que constituian, en el instante inicial, la interseccion de
S, con el cuerpo. Esta “superficie material” se deforma a la par del cuerpo continuo, como
una ldmina de material insertada dentro del mismo. La expresién (4.2.1) es la “descripcién
material” de esta superficie, y la descripcion espacial es por lo tanto

x € B;:Si(x,t)=0, donde S;=3S,0¢p;". (4.2.2)

Se consideran ahora dos superficies materiales S,, 7, con una intersecciéon C, = S, U7 ,.
Las particulas que en la configuracién de referencia se encuentran sobre la curva C, forman
una “curva material” que, al igual que la superficie material, se deforma acompanando
al medio continuo donde se inscribe, como un hilo insertado en el mismo. La expresién
matematica de esta superficie material puede hacerse, como siempre, mediante una expresién
material o bien mediante una espacial. La “descripcién material” de una curva material viene
dada por dos ecuaciones escalares, las de las superficies cuya interseccion la determina:

X €B,:8,(X)=ToX)=0. (4.2.3)

Similarmente, la descripcién espacial resulta de la descripcion espacial de las misma dos
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superficies

x € B :Si(x,t) =Ty(x,t) =0, donde S;=S8,0 <pt_1 , T, =T,0 got_l (4.2.4)

Finalmente, un volumen material es el conjunto de posiciones ocupadas, en todo instante,
por las particulas que en el instante inicial se encuentran dentro de una region del cuerpo sin
deformar B,. Otra forma de definir un volumen de control es a partir de las particulas que
se encuentran “dentro” de una superficie de control cerrada. En cualquier caso, indicaremos
como P, la descripcion material de un volumen material y P; su descripcion espacial.

En cualquiera de los tres casos considerados, si {2, es el conjunto de particulas del conjunto
material que consideramos, su posicién en cualquier instante viene dada por la deformacién
del medio continuo, es decir,

2 = p(2,1) . (4.2.5)

Derivadas de integrales sobre conjuntos materiales

En varias ocasiones, durante el transcurso de este capitulo, sera necesario calcular la derivada
de cantidades integrales definidas sobre conjuntos materiales. Por ejemplo, sea I una cantidad
definida a través de una integral sobre un volumen material

Iz/thc,t) dv | (4.2.6)

donde P; = ¢(P,) v ¥(x,t) es una funcién escalar cualquiera definida sobre puntos del
espacio. Si se desea calcular la derivada temporal de I, habra que tener en cuenta que
no sélo el integrando, sino también el dominio de integracién, dependen del tiempo. Para
realizar esta derivada basta con realizar un cambio de variable en el dominio de integracién,
expresandolo en un dominio de integracion fijo, tomar las derivadas necesarias y deshacer el
cambio de variable. El procedimiento, de forma detallada, es el siguiente:

- d

I= i Jp, Y(x,t)dv

_4 Y(x,t)dv

dt JouP,)
d
= 37 ?ZJ(SO(XJ)J) J(th) dv
dt /p (4.2.7)
- /P (X 8),1) J(X.8) + d(o(X. 1)) J(X 1)) AV
- /7» (p(X,0),8) T(X.8) + 9((X, 1), 1) J(X, 1) (div) (X, £)) AV

_ /th(m, £) + (@, t) div o, 1)) dv .

Se ha empleado que la derivada temporal del jacobiano es J = Jdivw.
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Esta forma de calcular derivadas de cantidades materiales es vélida también, con las
modificaciones pertinentes, para derivar cantidades integrales sobre curvas y superficies
materiales. La idea, como en el caso desarrollado, consiste siempre en transformar el dominio
de integracién en un dominio fijo que permita derivar sin problema dentro de la integral. Una
vez realizadas estas derivadas, el cambio de variable ha de deshacerse.

Teorema del transporte de Reynolds

La derivada temporal de una cantidad integral I definida sobre un volumen material
P = pi(P,) se ha calculado en la expresion (4.2.7). Esta cantidad admite una expresién
alternativa que es objeto del siguiente teorema:

Teorema 2.1: Sea ¢(x,t) un campo escalar espacial. Para toda region material Py =
@it(Po) con contorno 0Py y normal exterior n(x), la derivada de la integral I definida
en (4.2.6) viene dada por

]:/tagixtd+/ W@, ) v(@,t) - n(z) da (4.2.8)

DEMOSTRACION: En primer lugar, observamos la relacién elemental:

¢+ ¢dive = gf + div (o) . (4.2.9)

A partir del desarrollo (4.2.7) y empleando el teorema de la divergencia se obtiene:
P- /7> (. 1) + o, £) divo(, £)) dv
t

—/ (gf + div (ypv)) dv (4.2.10)

/ atd—i—/ Yv-nda .

El teorema de Reynolds indica que el cambio en la integral I tiene dos componentes: la
primera se debe a la variacién temporal de la funcién ¥, ignorando el cambio del dominio
sobre el que se integra. La segunda contribucién se debe al flujo saliente de la cantidad v a
través de la superficie que delimita el volumen material P;.
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3. Curvas, superficies y volimenes de control

Ademads de los conjuntos tratados en la seccién anterior existe otro tipo que también
son de utilidad en la Mecanica de Medios Continuos, y en la teoria de campos en general.
Bajo el nombre de conjuntos de control se hace referencia simplemente a conjuntos fijos en
el espacio. Por ejemplo, una superficie de control podria ser un plano fijo en el espacio.
A diferencia de las superficies materiales, las superficies de control pueden coincidir con la
posicién de particulas del medio continuo que cambian con el tiempo. Si el medio continuo se
estd deformando, es obvio que su interseccién con una superficie fija (respectivamente, curva
o volumen) corresponda a particulas distintas.

Las superficies y volimenes de control son especialmente ttiles en Mecanica de Fluidos,
donde la posicién en cada instante de las particulas del fluido suele ser irrelevante. En cambio,
la interaccién (de fuerza, calor, trabajo, etc) con un dominio fijo suele ser de interés. Por
ejemplo considérese el flujo de agua a través de una tuberia. EIl volumen de control que
puede considerarse es el que queda delimitado por la superficie de la tuberia y dos secciones
transversales. Este dominio es fijo, y puede ser necesario conocer el comportamiento del agua
que lo ocupa en un cierto instante. Un instante posterior, las particulas contenidas en dicha
regién habran cambiado, aunque esta siga igual.

Flujo a través de una superficie de control

Sea 1 un campo escalar que indica la concentracién en un medio continuo de una cierta
cantidad por unidad de volumen. Por ejemplo, la salinidad en un fluido, la cantidad de
contaminante en el mismo, etc. Considérese también una superficie de control S con normal
exterior n(x). Si se desea calcular el flujo de dicha cantidad a través de la superficie de
control éste se puede calcular integrando los diferenciales de flujo ¢:

d¢ =vYv-nda. (4.3.1)

Esta integral es pues

¢=/Sd¢=/81/1v'nda, (4.3.2)

y sus unidades son las de la cantidad v, por unidad de tiempo.

4. Balance de masa

La masa de un medio continuo es una cantidad constante, al menos en los medios
que consideramos en este curso. A partir de este postulado podemos obtener relaciones
matematicas que indican como se redistribuye la masa en un cuerpo. Existen varias maneras
de expresar este postulado, todas ellas equivalentes, y en esta seccién se presentan tres de
ellas.

Antes de obtener las expresiones matematicas del principio de conservaciéon de masa
definimos el concepto de densidad. Esta cantidad, que denominamos p, es la masa especifica
de un cuerpo y puede depender del punto y del instante en el que se calcule. Para definirla, se
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considera una regién 2(x) que contiene al punto x, de volumen v(x) y con masa m(§2(x),t).
Entonces se define 0
t
p(z,t) = lim @Y

i (4.4.1)

A partir de la definicién se observa que la densidad p es un campo escalar espacial. A la
densidad en el instante t = 0 se la denomina densidad de referencia y se escribe

Po = po(X) = p(X,0) . (4.4.2)

La densidad de referencia es un campo escalar que no depende del tiempo.

Expresién integral de la conservaciéon de masa

El principio de conservacién de masa se puede expresar matematicamente indicando que la
masa de cualquier volumen material del cuerpo continuo es la misma en todo instante:

/P (X)av = /P @ty (4.4.3)

siendo, como siempre, Py = (P,).

Expresion diferencial Lagrangiana del principio de conservacién de masa

La relacién integral (4.4.3) expresa de forma muy clara el principio de conservacién de masa
pero no muy util a la hora de resolver problemas. La expresiéon equivalente que ahora
deducimos si que se emplea con mas facilidad.

A partir de la férmula integral (4.4.3), y mediante un cambio de variable de la integral
del lado derecho se obtiene la relacién:

/790 pO(X)dV—/PD o(p(X,1),8) J(X, 1) dV . (4.4.4)

Puesto que las dos integrales son iguales, y dicha igualdad es vélida para cualquier regién
P,, los integrando han de ser iguales en todo punto, es decir

po(X) = plp(X,1),1) J (X, 1) . (4.4.5)

Como todas las cantidades en esta igualdad dependen de las coordenadas materiales del
punto (y del tiempo), se dice que es la expresién Lagrangiana de la conservacién de masa. A
veces, por un cierto abuso de notacién, se escribe simplemente p, = Jp, aunque ha de quedar
claro cudles son los argumentos de cada uno de los campos involucrados.
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Expresién diferencial Euleriana. Ecuacién de continuidad

El principio de conservacién de la masa expresa que la masa de una regién material cualquiera
P, en un medio continuo, calculada mediante (4.4.3) es una cantidad fija y por lo tanto su
derivada temporal es nula. Si llamamos m(P,) a la masa total de dicha regién material,
mediante la férmula (4.2.7) se tiene que

m(Pe) = /79 (p(x,t) + p(x,t)divo(z,t))dv . (4.4.6)

Puesto que esta relacién ha de ser valida para cualquier regién material, el integrando debe
de anularse. Se deduce que la expresién diferencial del la ley de conservacién de masa se
puede expresar también como:

plx,t) + p(x,t)divo(x,t) =0 . (4.4.7)

Los campos que aparecen en esta ultima expresion depende de las coordenadas espaciales @
y del tiempo, y por lo tanto es una relacién Fuleriana. Nétese que la derivada temporal de
la densidad que aparece en la expresién anterior es la derivada temporal material, es decir,
cuando la derivada parcial respecto al tiempo cuando la particula X permanece constante.
Mediante las formulas estudiadas en el capitulo de cinemédtica la expresién (4.4.7) se puede
desarrollar de la siguiente manera:

dp(x,t)

0= BT +grad p(x, t) - v(x, t) + p(x, t) divo(z,t) , (4.4.8)

o de forma maés compacta:

dp(x,t)

a5 T div (p(z,t) v(x,t)) =0 . (4.4.9)

Esta 1dltima expresion diferencial se conoce como la ecuacion de continuidad.

Balance de masa en un volumen de control

Sea P un volumen de control cualquiera, con contorno 9P de normal exterior n(x). El cambio
de la masa total de dicho volumen se puede calcular, empleando la ecuaciéon de continuidad
y el teorema de la divergencia, de la siguiente manera:

. d oplx,t
m(P)Zdt/PP(a:,t)dv: pg(t) dv

=— /Pdiv (p(z, t)v(x,t))dv = —/ p(x, t)v(x,t) -n(x)da .

oP

(4.4.10)

Esta expresién indica que el cambio de la masa contenida en la regién de control es debido
al flujo saliente de masa.
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Ejercicio 4.1: Sea v(x,t) un campo espacial escalar, vectorial o tensorial y P, una regién
material de un cuerpo continuo. Demostrar que la siguiente identidad:

plx,t) Pz, t)dv = /77 plx,t) P(x,t) dv . (4.4.11)

t

dt Jp,

Para demostrar la identidad basta con emplear el mismo proceso que en la
‘sec-material’, transformando la integral a un dominio constante:

d

41 P, plx, t)p(x,t)dv = a4z P plp(X,1),t) P(p(X,1),t)J(X,t)dV
d

= @ Po(X) ¢(¢(Xat)7t) dv

P, | (4.4.12)
_ /7> po(X) th(p(X,1),t) AV
— /Pt p(x,t) ib(m,t) dv

]
Incompresibilidad

Se dice que una deformacion es isocérica cuando el volumen de toda regiéon material
permanece constante durante la misma. Para ello es imprescindible que el jacobiano de
la deformacién J = det F', que expresa el cambio de volumen diferencial, sea constante y
de valor unidad. Un cuerpo continuo es incompresible si inicamente admite deformaciones
isocdricas.

Otras expresiones equivalentes de la condicién de incompresibilidad se pueden obtener a
partir de las ecuaciones del balance de masa (4.4.5) y (4.4.7):

J(X,t)=1 < px,t)=po(X) & plx,t)=0 < divo(z,t)=0 (4.4.13)

Ejemplo 4.2: Demostrar que un flujo cuyo campo de velocidad espacial es:

3%2 3.581
x2+x2el T 2142
1 2 1 2

v(xy1, x9,x3,1) = ey, (4.4.14)

es incompresible.

Basta con calcular la divergencia del campo de velocidades:

divv(xl,ajg,xg,t) = —6r1r9——-5—= + 6x120——5—= =0. (4.4.15)
(f +23)? (] +23)?
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Ejemplo 4.3: Un sélido sufre una deformacién de valor
(p(X, t) = e_tXlel + €_tX262 + 62tX363 . (4416)

Demostrar que la deformacion es incompresible.

Si se calcula el gradiente de la deformacién F' y su determinante:

et 0 0
[F(X,t)] =] 0 et 0 , J(X,t)=det F(X,t) =1, (4.4.17)
0 0 e2t

se comprueba que éste Ultimo es constante y tiene valor unidad, con lo que se verifica la
incompresibilidad de la deformacion. ]

5. Balance de cantidad de movimiento

La segunda ley de Newton, que establece la proporcionalidad entre las fuerzas aplicadas
sobre un sistema de particulas y el cambio en su cantidad de movimiento, es valida también
en el contexto de los medios continuos. Para este tipo de cuerpos se establecen a continuacion
las expresiones integrales y diferenciales de esta ley.

En primer lugar definimos el concepto de cantidad de movimiento L de una region
material cualquiera Py = ¢;(P,) de un cuerpo continuo. Esta cantidad viene dada por la
suma (integral) de la cantidad de movimiento de cada una de las particulas que lo conforman,
es decir,

L(Pt):/P po(X)V(X,t)dV:/P o, 1) v(a, ) dv | (4.5.1)

En la expresion anterior se presentan la forma Lagrangiana y Euleriana de la cantidad de
movimiento de la regién Py.

La region P; puede estar sometida a fuerzas exteriores de origen masico o de contacto
sobre su contorno 0P;. Las fuerzas exteriores aplicadas sobre un cuerpo continuo por unidad
de masa en la configuracién deformada estan descritas por el campo vectorial b(x,t). Las
fuerzas sobre el contorno, definidas por unidad de superficie en la configuracién deformada,
se indicardan como t(x,t).

Para los desarrollos que siguen definimos el campo de fuerzas por unidad de masa en la
configuracién de referencia B y el campo de fuerzas de superficie por unidad de area en la
configuracién de referencia T' mediante las férmulas:

B(X,t)=(bop)(X,t), T(X,t)dA=(top)(X,t)da. (4.5.2)

La resultante de todas las fuerzas que actian sobre la regién material P; se puede expresar
de las dos maneras siguientes:

Fout(Py) = /7> po(X) B(X, 1) dV + /8 L T(X.0)4

(4.5.3)
:/ p(X,t)b(x,t) dv+/ t(x,t)da .

P P
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Expresién integral del balance de cantidad de movimiento

La ley de balance de la cantidad de movimiento establece (no es demostrable) la validez de
la segunda ley de Newton en sistemas continuos, es decir, que para toda region material
Pr = pt(Po) .

Fext(Pt) == L(Pt) . (454)

Empleando el resultado (4.4.11) y las definiciones (‘sec-momento’) y 4.5.1, obtenemos la
expresion integral del balance de la cantidad de movimiento

/Popo(X) V(X,t)dV:/Popo(X) B(X,t)dv+/8POT(X,t)dA, (4.5.5)

en su forma Lagrangiana, siendo A(X,t) = V(X,t). De forma similar, la forma Euleriana
de esta ley de balance es:

/Pf, p(x,t)a(x,t)dv = /731, p(X,t)b(x,t)dv + /8 t(z,t)da , (4.5.6)

t

donde la a = Ao ¢, - % es la aceleracion espacial.

Expresion diferencial Euleriana del balance de cantidad de movimiento

De la misma manera que la ley de conservacién de masa, la ley de balance de la cantidad
de movimiento se puede formular para volimenes diferenciales sin méas que emplear alguna
relacién del calculo integral de tensores. Para obtener la expresion Euleriana diferencial,
recordamos del tema 2 que la fuerza por unidad de superficie que se ejerce sobre una parte
cualquiera de un medio continuo es

t(x,t) = o(x,t)n(x) , (4.5.7)

siendo o el tensor de tensiones de Cauchy. Empleando esta tltima expresién y el teorema
de la divergencia podemos transformar la integral de superficie de las fuerzas externas sobre
P; en una integral de volumen:

/wt t(a:,t)da:/apta(:c,t)n(ac) da:/Pt div o (@, 1) do . (4.5.8)

Por lo tanto, para cualquier parte material P; del medio continuo, la expresion Euleriana
integral del balance de cantidad de movimiento se puede expresar como:

/ (p(x,t)a(x,t) — dive(x,t) — p(x, t)b(x,t))dv =0 . (4.5.9)

Como esta ultima expresion se anula para cualquier region material, el integrando ha de ser
cero y concluimos

dive(z,t) + p(x, t)b(zx, t) = p(x,t)a(x,t) . (4.5.10)
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Expresién diferencial Lagrangiana del balance de cantidad de movimiento

En numerosas ocasiones, fundamentalmente relacionadas con el tratamiento y formulacién
de problemas relacionados con cuerpos sélidos, resulta practico emplear una formulacién
Lagrangiana de la ley de balance de cantidad de movimiento. Esta formulacién, que se
presenta a continuacién, permite expresar la relacién de equilibrio en funcién de cantidades,
tensoriales y vectoriales, que dependen de las coordenadas materiales X € B, y que tienen
una interpretacién “geométrica” relacionada con la configuracion de referencia del sélido.

El primer objeto que se define es el llamado “primer tensor de tensiones de
Piola-Kirchhoff” y se representa con la letra P. Este es un tensor de segundo orden, no
necesariamente simétrico, y definido como

P(X,t)=J(X,t) (e op)(X,t) F71(X,1) . (4.5.11)

El origen de este tensor es el siguiente. La fuerza que se aplica sobre un diferencial del
contorno de un cuerpo desde el exterior es tda. La relacién que existe entre elementos de
area en la configuracién de referencia y la configuracién deformada es nda = JF~TN dA,
siendo N el vector normal al contorno del cuerpo en su configuraciéon de referencia, y dA su
superficie. Por lo tanto, tenemos que

tda=onda=JoF TNdA=PNdA=TdA. (4.5.12)

Para obtener la expresion diferencial Lagrangiana del balance de cantidad de movimiento
transformamos las integrales que aparecen en

[ TaA= | P(X,t)N(X)dA = /7> DIV P(X,t)dV . (4.5.13)
/P (po(X)A(X,t) — DIV P(X, 1) — po(X)B(X,1))dV =0 . (4.5.14)

Puesto que la integral se anula para cualquier regién material, el integrando ha de anularse
también y se puede concluir

DIV P(X,t) + po(X)B(X, 1) = po(X)A(X, 1) (4.5.15)

Las expresiones del balance de cantidad de movimiento se vieron, en una versién
simplificada, en el capitulo sobre andlisis de tensiones. La unica diferencia es que en la
seccidn actual hemos incluido el efecto de las fuerzas de inercia obteniendo la expresién mas
general posible del balance de fuerzas.

6. Balance de momento cinético

La ley de balance del momento cinético, propuesta por Euler, expresa que en un sistema
mecéanico el momento de las fuerzas externas es igual al cambio del momento cinético del
mismo. En esta seccién estudiamos las consecuencias de aplicar este principio a la dindmica
de los medios continuos.
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En primer lugar escribimos el momento cinético de un medio continuo como la suma
(integral) del momento cinético de cada diferencial de volumen que lo forma. De esta manera,
para cualquier regién material Py = ¢(P,),

J(P:) = /Pt plx,t)x Av(x,t)dv o
= /73 po(X) (X, t) AV (X, t)dV .

El momento de las fuerzas exteriores sobre la regién P;, que llamaremos M., también
se puede expresar de forma euleriana o lagrangiana:

Myt (Py) :/Pt p(xz,t)x Abx,t) dv—f—/aPtm/\t(m,t)da oo
:/P pO(X,t)ga(X,t)/\B(X,t)dV—i—/ W(X, 1) AT(X,1)dA .

o 0 o

Ejercicio 6.1: Demostrar que las expresiones lagrangianas y eulerianas del momento
cinético y del momento de las fuerzas exteriores son equivalentes. ]

Expresion integral del balance de la cantidad de movimiento

La ley del balance de la cantidad de movimiento establece, como se indicé anteriormente,
que la tasa de variacién del momento cinético es igual al momento de las fuerzas exteriores
aplicadas. Empleando la notaciéon definida, esta ley se escribe de la siguiente manera:

J(Pt) = Mezt(Pt) . (463)

El término de la derivada temporal J se puede desarrollar utilizando la expresién (4.6.1) y
la propiedad (4.4.11)

J(Py) = d / plx,t)x Av(x,t)dv
a:/\v(w t))dv

v(x,t) Nv(x,t) +x Aa(x,t))dv

dt
= o,
t)(x Av(x,t) +xAv(x,t))dv (4.6.4)
oot
oot

= / plx,t)x A a(x,t)dv

t

Por tanto, la expresién integral euleriana del balance del momento cinético queda:

/Pt plx,t)x N a(x,t)dv = /Pt p(x,t)x Ab(x,t)dv+ /é? x ANt(x,t)da . (4.6.5)

t
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La expresién integral lagragiana del balance de momento cinético se obtiene facilmente
a partir de la tltima expresién y resulta:

/P po( X )@(X, 1) A A(X, 1) AV =

/POpO(X)cp(X,t)/\B(X,t)dV—l—/@POQO(X,t)/\T(X,t)dA.

(4.6.6)

Ejercicio 6.2: Demostrar que las expresiones (4.6.5) y (4.6.6) son equivalentes. ]

Expresion diferencial del balance de momento cinético

Al igual que en el caso de las dos leyes de balance estudiadas anteriormente, la expresién
integral del balance de momento cinético es facil de obtener pero de utilidad limitada para la
resolucién de problemas. A continuacién buscamos una expresion diferencial de (4.6.5) que,
como veremos, es mucho mas compacta, y de gran utilidad.

La consecuencia final del balance de momento cinético es la simetria del tensor de
tensiones de Cauchy. Este resultado ya habia sido obtenido en el capitulo de analisis de
tensiones y ahora su validez quedara patente incluso en el caso de situaciones dinamicas.

Para poder encontrar la expresién diferencial de (4.6.5) se necesita demostrar dos
resultados preliminares. Por simplicidad, en estas demostraciones ignoramos la dependencia
de los campos vectoriales y tensoriales sobre las variables (x,t). El primero es:

/ xAtda = / (€ijkore; +x Adive)do . (4.6.7)
P, P

Para demostrar este resultado se emplea el tensor hemisimétrico Z, definido por la relacién
Za = x A a, para cualquier vector a. La integral en el lado izquierdo de (4.6.7) se puede
transformar mediante el teorema de la divergencia de la siguiente manera:

/ xAtda = / z A (on)da = / Tonda = / div (zo)dv . (4.6.8)
oP, P+ P P

Los términos dentro de la integral de volumen se operan, empleando notacién indicial, como
sigue:
div (Zo) = div (¢ ,z01€ ® €)
= €jk(Tj 100 + Tj0R11) € (4.6.9)
= €k (0100 + Tjon10) € o
= €jjk0kj + T Adivo .

Sustituyendo esta ultima identidad en la integral (4.6.8) se demuestra el primer resultado.
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El segundo resultado afirma que la identidad €;;,0,; = 0 es cierta si y sélo si el tensor o
es simétrico. Para verificarla basta con fijar el valor del indice i, por ejemplo ¢ = 1. Entonces,
desarrollando la suma en los indices repetidos se obtiene

0 = €1jk0kj = €123032 + €132023 = 032 — 023 , (4.6.10)
lo cual implica que o293 = o32. Repitiendo el mismo argumento con ¢ = 2,3 se obtiene que
O‘ij = Uji-

Finalmente obtenemos la expresion diferencial del balance de momento cinético. La
expresion euleriana de esta ley, descrita por la ecuacién (4.6.5) se puede reescribir como:

/ x A (p(z,t)a(x,t) — p(x,t) b(x,t)) dv = /87) x At(z,t)da . (4.6.11)

El lado de la izquierda se puede transformar empleando la ley del balance de cantidad de
movimiento:

/ z A (p(x,t)a(z,t) — p(x,t) bz, t)) dv = / x Ndive(z,t)dv . (4.6.12)

t t

El lado de la derecha de (4.6.12) se puede transformar utilizando el resultado (4.6.7).
Igualando estas dos ecuaciones transformadas se obtiene

/ z ANdive(z,t)dv = / (€ijkonie; +x Adive)do . (4.6.13)
P, P

Puesto que esta tltima expresién se cumple para cualquier regién material Py, se debe
verificar que ;0% = 0, y por lo tanto concluimos

o(x,t)=ocl(x,t) |. (4.6.14)

Esta relacion obtenida es la expresién euleriana diferencial de la ley de balance del momento
cinético. Es inmediato comprobar que a partir de esta expresién y de la definicién del tensor
de Piola-Kirchhoff, la expresion lagrangiana diferencial de este mismo principio ha de ser:

P(X,H)FT(X,t)=F(X,t)P(X,t)T . (4.6.15)

Ejercicio 6.3: Demostrar (4.6.15). ]

7. Balance de energia

En este apartado se tratan por primera vez en el curso aspectos de los medios continuos
que no son puramente mecanicos. Se abordan, en particular, cuestiones relacionadas con la
transformacion de la energia mediante procesos mecanicos y térmicos, y su relacion con el
primer principio de la termodinamica.
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Recordamos, en primer lugar, el concepto de potencia, definido de forma genérica como
el trabajo realizado por unidad de tiempo. Sus unidades en el sistema internacional son los
watios (W = Pa/s). En el contexto de los medios continuos consideramos P; una regién
material cualquiera. Se define la potencia mecdnica P..; que se realiza sobre ella como el
trabajo por unidad de tiempo que efectian las fuerzas exteriores, es decir,

Py (Py) = /73 p(x,t)b(x,t) - v(x,t)dv + /873 t(z,t) - v(x,t)da . (4.7.1)

El teorema de las fuerzas vivas

Cuando se aplica un trabajo exterior a un cuerpo continuo, éste se transforma en otras formas
de energia. Sin entrar en los detalles sobre las posibles transformaciones termodindmicas,
que ya se veran més adelante, se puede realizar un sencillo balance energético simplemente a
partir de la ecuacién del balance de cantidad de movimiento. En primer lugar definimos la
energia cinética K de una region material cualquiera P; a partir de la energia de cada una
de sus partes diferenciales:

K(P) = [ dp(ent) jo(e, 0 dv (4.79)
P
y también definimos un tipo de potencia llamado “potencia tensional” y que tiene la expresion

Pron(Py) = / (@, 1) - d(z, 1) dv , (4.7.3)

t

siendo d = sim[grad v], la tasa de deformacidn.

Teorema 7.1: La potencia exterior que se aplica sobre un volumen material cualquiera Py
de un cuerpo continuo se invierte en incrementar su energia cinética y en potencia tensional,
es decir,

Pewit(Pr) = K(Pt) + Pien(Py) - (4.7.4)

DEMOSTRACION: En esta demostracion no aparecen, por simplificar, los argumentos de todas
los campos que se utilizan. Para probar el teorema empleamos la siguiente identidad tensorial,
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que resulta del teorema de la divergencia y del balance de la cantidad de movimiento:

/ t~vda—/ on-vda
oP: P,

= / ov-nda
P,

— / div (o) dv (4.7.5)

t

:/ (dive - v + o - gradv) dv
P,

:/P((pa—pb)-v—i—a-d)dv.

Utilizando este identidad en la definiciéon de la potencia externa se obtiene:
d .
Pe:pt(Pt) = A (pa~’u+a'-d) dv = dt/’]; %"UPdU—FPten(,Pt) = K(’Pt)—FPten('Pt) . (476)
t t

Observaciones 7.2:

i. El teorema de las fuerzas vivas no es un resultado termodindmico sino puramente
mecanico. De forma simplificada considera que la energia aportada a un cuerpo continuo
o bien se transforma en incrementar/disminuir la energia de su movimiento global (la
energfa cinética) o bien se transforma “en otra cosa”, la potencia tensional. Los efectos
termodinamicos aparecen cuando se intenta comprender con més detalle el contenido de
la potencia tensional.

ii. En un cuerpo rigido, la tasa de deformacién d es nula con lo cual toda la potencia exterior
aplicada ha de transformarse en cambiar su energia cinética. O

Expresion Lagrangiana del teorema de las fuerzas vivas

Como en todos los desarrollos anteriores, el teorema de las fuerzas vivas se puede expresar,
de forma completamente equivalente, empleando campos Lagrangianos. Para ello, basta con
reformular los diversos tipos de energia y potencia que se han definido anteriormente de la
siguiente manera:

Pm(Pt)—/PO po(X) B(X)-V(X,t)dV + aPOT(X,t)-V(X,t)dA,
K(Pt):/P $00(X,t) V(X )2V, (4.7.7)
Pren(Py) = /p P(X,1)- F(X,t)dV .

La equivalencia de las tres formas de potencia se con sus respectivas expresiones Eulerianas
se deja como ejercicio.
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Ejercicio 7.3: Demostrar que la potencia tensional también se puede expresar de la
siguiente manera:

Pron(Py) = /73 S(X.1)- BE(X,t)dV | (4.7.8)

siendo S el segundo tensor de Piola-Kirchhoff y FE el tensor de deformacion de
Green-Lagrange.

Para demostrar la identidad basta con notar que

P.F=FS-F=8 smF'F|=S E. (4.7.9)

El primer principio de la termodinamica

El primer principio de la termodinamica postula que la energia no se crea ni se destruye,
sino que unicamente se transforma. En esta seccién estudiamos las posibles transformaciones
entre energia mecdnica y térmica de los cuerpos continuos.

Antes de estudiar sus posibles transformaciones energéticas definimos la potencia térmica
o calorifica suministrada a una regiéon P; material de un cuerpo continuo como la cantidad:

P.oi(Py) :/ p(x, t)r(x,t) dv+/ h(z,t)da . (4.7.10)
P P
En esta expresién, r es la tasa de calor suministrado o generado por unidad de masa y
tiempo en el medio continuo. KEste calor puede tener origen quimico, radioactivo, etc. De
forma similar, h es la tasa de calor que entra por unidad de drea y tiempo, a través de su
contorno, en la regién material. El vector “flujo de calor”, por unidad de area y tiempo es g
de forma que
h(z,t) = —q(x,t) - n(x) . (4.7.11)

Usando este 1ltimo vector, la potencia térmica se puede expresar de forma equivalente como:

Poa(Py) = /Pt plx, t)r(x,t) dv — /87% q(z,t)-n(x,t)da W)

—/ (p(zx,t)r(x,t) — divg(x,t))dv .

t

El primer principio de la termodindmica, enunciado cualitativamente anteriormente, se
puede expresar ahora de forma mas precisa. Para cualquier regién material P;, existe una
funcién F llamada energia, que depende tnicamente del estado de dicha region, tal que su
variacién en el tiempo es igual a la suma de la potencia exterior y calorifica suministradas a
dicha regién. De forma matemaética:

E(Pt) = Pewt(Pt) + Pcal<7>t) . (4713)
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Figura 4.7.1: Esquema de la transformacién de la energia. La flecha de la
izquierda es resultado del teorema de las fuerzas vivas. La flecha de la
derecha es debida al primer principio de la termodinamica.

El primer principio de la termodindmica también postula la existencia de una cantidad
intensiva y de estado, la energia interna U definida a partir de la integral

U(P:) = /73 plz, t)u(z,t)dv , (4.7.14)

tal que la energia total de una regién material P; se pueda expresar como la suma de la
energia interna y la cinética:

E(Py) = K(Pi) + U(Py) - (4.7.15)

Utilizando el teorema de las fuerzas vivas (4.7.4) y la expresién (4.7.13), la ecuacién
anterior se puede escribir también de la siguiente manera:

E(Py) = K(Py) + U(Py) = K(Pt) + Pien(Pt) + Peat(Py) (4.7.16)

y simplificando,

U(Pt) = Pt@n(Pt) + Pcal(Pt) . (4.7.17)
Esta ultima expresion indica que el cambio en energia interna de una regién en un cuerpo
continuo se debe a la potencia tensional aplicada sobre él y a la potencia térmica suministrada.
También se puede entender, por tanto, que la potencia tensional que se aplica a un cuerpo
se puede transformar en incrementar la energia interna del mismo o convertirse en energia
térmica, que sale del mismo (por ello el signo negativo):

Pten(Pt) = U(Pt) - Pcal(Pt) . (4718)

La expresion (4.7.17) se puede expresar integralmente como:

/ plx,t) u(x,t)dv = / [o(x,t) - d(x,t) + p(x,t) r(x,t) — divg(e,t)]dv . (4.7.19)

¢ P,
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Como dicha expresion ha de cumplirse para cualquier regién P;, también ha de verificarse a
nivel diferencial, es decir,

plx,t) w(z,t) = o(x,t) - d(z,t) + p(x,t) r(x,t) — divg(x,t) (4.7.20)

que no es sino la expresién Euleriana del primer principio de termodindmica en medios
continuos.

8. La segunda ley de la termodinamica

El primer principio de la termodindmica enunciado en la seccién anterior explica
el balance energético en procesos de cuerpos continuos que incluyen efectos térmicos y
dindmicos. Sin embargo este principio no proporciona informacioén alguna sobre la posibilidad
de que un determinado proceso ocurra o no. Este dato lo proporciona el segundo principio
de la termodindmica.

Fl segundo principio de la termodindmica postula lo siguiente:

1. Existe una funcién de estado intensiva 6, llamada la temperatura absoluta, cuyo valor es
siempre positivo y es tnicamente funcion de la “temperatura empirica”, esto es, la que
podemos medir con un termoémetro, en una escala cualquiera.

2. Existe otra funcién de estado, llamada entropia y designada con el simbolo S con las
siguientes propiedades

i.

ii.

Es una funciéon extensiva, es decir, que la entropia S de una regién material
P, = PLUP2, con Pt NP2 = O es la suma de la entropia de sus partes P
y P:2. A partir de la entropia total se puede definir una entropia especifica s, es
decir, por unidad de masa, con lo que se tiene

S(Py) = / o, t)s(a, 1) do . (4.8.1)
P,
Se define la entropia generada en la regién P; por unidad de tiempo como
. r 1
I'(P) = S(Py) —/ p—dv +/ —q-nda . (4.8.2)
P. 0 P 0

En todo proceso fisico se cumple que la produccion de entropia es no negativo, es
decir,
I'(Py)>0. (4.8.3)

Cuando en un proceso la produccién de entropia es nula, el proceso es reversible.
Cuando es positiva, el proceso es irreversible. Un proceso con disminucién de entropia
no se puede dar.

La desigualdad (4.8.3) se llama la desigualdad de Clausius-Duhem y es la forma de la
segunda ley de la termodindmica que mas se emplea en Mecéanica de Medios Continuos. Sin
embargo, hay que indicar que no hay unanimidad en este tema y algunos autores no aceptan
su validez.
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Para establecer una expresién diferencial del segundo principio de la termodindmica
transformamos la integral (4.8.2) empleando el teorema de la divergencia:

F(Pt):/P pfsdv—/P pgdv+/73 div[%]dv

_ U T

= /Pt [ps Py + div 9] dv (4.8.4)
/ H r+ 1di ! rad 6| dv

= —_ — — AV JRE— . .
b |5 gt gliva T mae

Para continuar definimos dos tipos de fuentes de entropia. El primero es la produccién local
de entropia especifica 7, y definida como:

. T
Yioe = S — a + % . (485)

La segunda es la produccién de entropia especifica por conduccién térmica ~eop:

1
Yeon = —Wq . grad0 . (486)

Empleando estas dos definiciones el segundo principio de la termodinamica se pueda expresar
como:

I'(P:) = /77 v(x,t)dv >0, (4.8.7)

siendo 7 = Yjoe + Yeon la produccién especifica de entropia. Como la expresion (4.8.7) es
valida para cualquier region material Py, su integrando ha de ser no negativo. Por lo tanto,
la expresién diferencial euleriana de la desigualdad de Clausius-Duhem obtenida es:

v(x,t) >0 . (4.8.8)

Existe una formulacion alternativa del segundo principio de la termodindmica, conocida
como la desigualdad de Clausius-Plank, que establece que tanto 7, como 7., han de ser no
negativas:

7loc(m7t) 2 0 ’ ’Ycon(azat) Z 0. (489)

Evidentemente, la desigualdad de Clausius-Plank implica la desigualdad de Clausius-Duhem.

Un corolario de la desigualdad de Clausius-Plank es el siguiente. Como la entropia
especifica producida por conduccion ha de ser no negativa se tiene que

1
Yeon = _Wq : grad@ >0. (4810)

Puesto que la densidad y la temperatura absoluta son cantidades estrictamente positivas de
la anterior ecuacion se deduce que

—q-gradf >0, (4.8.11)

52



es decir, que el flujo de calor siempre ha de ser en la direccion opuesta al gradiente de
temperatura. En particular, si se acepta la ley de Fourier que establece ¢ = —kgrad?®,
entonces se deduce que la conductividad x ha de ser positiva.

9. Ejercicios propuestos

4.1 Demuestra las siguientes identidades:

1)
2)

4.2

1)

F(X,t)=L(X,t)F(X,t), siendo L = gradv o ¢.

J(X,t)=J(X,t)(divv o p)(X,1).

Demostrar que el campo de velocidades v = Az /|z|3, siendo A una constante arbitraria,
satisface la ecuacion de continuidad de un flujo incompresible.

En un determinado punto de un cuerpo los tensores de velocidad de deformacién y tension
tienen, respectivamente, las componentes

1 6 4 4 0 -1
d=(6 3 2| v e=[ 0 -2 7 |[N-m?.
4 2 5 -1 7 8

Obtener el valor de la potencia tensional especifica (por unidad de volumen) en ese punto.
Un fluido perfecto esté caracterizado por la ecuacién constitutiva o = —pl, siendo p
la presién. Demostrar que la potencia tensional especifica puede expresarse como pp/p,
siendo p la densidad.

4.3 Sea un fluido con el siguiente campo de velocidades:

vz =0, v, =0, v,=f(x,y)z

Se pide:

Determinar el valor de la densidad del fluido en todo instante sabiendo que en t = 0,
p=f(z,y).

Supuesto f(z,y) = A, siendo A una constante, en el instante ¢ = 1 se vierte un colorante
en los puntos de una superficie esférica de centro (0,0,0)7 y radio R. Obtener la ecuacién
de la mancha a lo largo del tiempo.

Bajo el mismo supuesto del apartado anterior, f(x,y) = A, calcular la cantidad de masa
por unidad de tiempo que atraviesa la superficie cilindrica de la figura 1, cuya directriz
tiene longitud L y estd contenida en el plano xy.
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4.4 (examen septiembre 2004)

1)

Demostrar que un fluido cuyo campo de velocidad espacial es

3To 3T

v(x1, 22, 23,1) = e —
af+23  af+ a3

e (4.9.1)

es incompresible.

Calcular la aceleracién espacial correspondiente al campo de velocidades (4.9.1) y el flujo,
en todo instante, que atraviesa una superficie esférica centrada en el origen y con radio
unidad.

Se considera ahora un fluido incompresible con ecuacion constitutiva

o=—-ml1+2ud . (4.9.2)

En esta ecuacién 7 es una funcién escalar y d = %(Vv + V7Tw). A partir del teorema de
las fuerzas vivas:

d
P.=—K : ,
L= g +/BO' ddv

demostrar que si la potencia exterior aplicada P, es nula, el valor de la energia cinética
K de este fluido no puede crecer en el tiempo.

4.5 Demuestra que una deformacion rigida

e(X,t)=QMX +c(t), Q1)'Q(t)=1,

es siempre isocdrica.

4.6 (Examen parcial junio 2004)

Se considera el flujo bidimensional de un fluido cuyo campo de velocidad espacial es

v(x,t) = vie; + vaes. Se conoce la primera componente de dicha velocidad y su valor es

x2

v =—C———=
:E%—l-x%

)

siendo C una constante. Responder las siguientes cuestiones:

1)

Cuadl es el valor de v9 si se sabe que el flujo es incompresible?

54



2) Calcular la aceleracién espacial a(x,t) del fluido.

3) Demostrar que el flujo es irrotacional.

4) Se considera que el fluido en cuestién posee una ecuacién constitutiva de forma que el
tensor de Cauchy se puede expresar como o (x,t) = —p(x,t)1, siendo p un campo escalar
de presiones y 1 el tensor unidad de orden 2. Si las fuerzas que se aplican en el fluido
por unidad de volumen se derivan de un potencial, es decir, b = —VII(x,t), siendo IT un
campo escalar, demostrar que la aceleracién espacial también se deriva de un potencial

de la forma
p+1I

p

a(x,t) = —-V( ) .
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Capitulo 5

Modelos constitutivos

1. Introducciéon

La descripcién cinemética de los medios continuos, explicada en el capitulo 3, y sus
leyes de balance, descritas en el capitulo anterior, son validas para todo cuerpo continuo.
Ma3és atn, las ecuaciones matematicas correspondientes son idénticas en todos los casos: la
ecuacion de balance de cantidad de movimiento siempre es la misma, la definicién del tensor
de deformacién de Green-Lagrange es comin para todos los cuerpos, etc.

Sin embargo, la experiencia nos indica que los cuerpos responden de manera muy distinta
ante los mismos estimulos. Por ejemplo, ante una fuerza puntual un bloque de acero y otro
de madera se comportan de manera distinta, y distinta a su vez de un volumen idéntico
de agua. Puesto que estas diferencias no aparecen ni en la descripcion cinematica ni en las
ecuaciones de balance deben de aparecer en algin otro lado. Este lugar son las llamadas
“ecuaciones constitutivas”, que establecen una relacién funcional entre la tension aplicada y
la deformacién resultante, y que son el objeto del presente capitulo.

Si consideramos por un momento una deformacion cualquiera de un sélido tridimensional
el nimero de funciones que aparecen para la descripcion de su cinematica y su
comportamiento mecanico (ignoramos efectos térmicos) son quince. Tres son las componentes
de la deformacién, seis del tensor de deformaciones y seis del tensor de tensiones de Cauchy.
La definicién del tensor de deformacién proporciona seis ecuaciones y la ley del balance de
la cantidad de movimiento otras tres. En total tenemos quince funciones incégnita y nueve
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ecuaciones que éstas deben de cumplir. Para que el sistema tenga solucién hacen falta seis
ecuaciones mas, que son las que proporciona el modelo constitutivo. Con él, el ntimero de
incognitas y el de ecuaciones es el mismo y asi cabe la esperanza de que el problema mecéanico
tenga solucién y de que la podamos encontrar.

El objetivo de este capitulo es describir, de forma general, las relaciones constitutivas
de sélidos y fluidos. Como veremos mas adelante, no todas las ecuaciones que relacionan
deformacién con tensiéon pueden ser una relaciéon constitutiva, pues estas han de ser
“razonables”. Qué se entiendo por una relacién “razonable” es un problema que ain no
se ha resuelto completamente, sin embargo si que se conoce alguna propiedad que debe de
cumplirse y que explicaremos. De entre ellas la mas importante es la objetividad material o
principio de invariancia respecto a cambios de observador.

Hay que resaltar, por ultimo, que los modelos constitutivos que presentamos en este
capitulo, y mds aun todos los que se emplean en este curso, son modelos de materiales
idealizados. No existe ningin material perfectamente eldstico o plastico. La validez de
estos modelos es mayor tanto en cuanto los resultados que de ellos se deriven se ajusten al
comportamiento real de los cuerpos que representan.

2. Principios generales de los modelos constitutivos

Como se indicaba en la introduccién, no se puede definir cualquier relacién funcional
entre la tension y la deformacién y esperar que ésta represente una relacién constitutiva
vélida. La determinacién de las restricciones que debe de satisfacer una relacion constitutiva
es el mayor problema (no resuelto) de la mecdnica de materiales (véase Truesdell-Noll]).

Aunque el problema no esté resuelto completamente se conocen algunos principios muy
elementales que debe de satisfacer cualquier relacién constitutiva. Estos son:

e El principio de determinismo.

e El principio de accién local.

e El principio de la memoria limitada.
e FEl principio de invariancia.

A continuacion se explican los tres primeros y el ultimo, por su importancia, se tratara en la
seccion siguiente.

El principio de determinismo

Este principio establece que el estado de tensiones en un punto del cuerpo puede depender
de la deformacién actual y de las deformaciones pasadas, pero nunca de las deformaciones
futuras.
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El principio de accién local

Este segundo principio postula que el estado de tensién en un punto de un medio continuo
depende de la deformacion en un entorno, tan pequeno como se quiera, de dicho punto. Es
decir, que la historia de deformacion en un puntos alejados no influye en el valor de la tensién.

Matematicamente, este principio establece que la tensién en un punto del cuerpo sélo
puede depender de (la historia) de la deformacién y sus derivadas en ese mismo punto. En
el caso particular en el que la tensién es iinicamente funcién de la primera derivada, es decir,
del gradiente de deformacién F', se dice que el material es “simple”. Si depende, en general,
de las n primeras derivadas de la deformacion se dice que es un material “de grado n”.

El principio de la memoria limitada

El siguiente principio refleja la experiencia cotidiana que nos indica que, aunque en teoria
la tension en un punto depende de toda la historia pasada de deformacion, inicamente hace
falta tener en cuenta la historia reciente. Mas concretamente, este principio establece que el
valor de la deformacién en instantes muy remotos ha de tener menos influencia en la tension
actual que aquellos valores préximos en el tiempo.

3. El principio de invariancia

El principio de objetividad o de invariancia respecto a cambios de observador es uno de
los principios méas importantes de la Mecdnica de Medios Continuos. Aunque a simple vista
pueda parecer elemental no es asi, y nos remitimos a Truesdell-Noll| para una descripcién
completa de su historia y de su contenido.

El principio en cuestién establece que las relaciones constitutivas deben de ser validas
para cualquier observador.

Consideremos un observador que estudia el movimiento y deformacién de un cuerpo.
Para este observador la deformacién del cuerpo se describe con una funcién ¢(X,t). La
relacion constitutiva establece que el tensor de tensiones o que el observador puede medir
verifica una ecuacion de la forma:

o(X,t)=F(e(X,1)) . (5.3.1)

Siendo F un funcional cuya expresién dejamos de momento sin especificar.  Ahora
consideramos un segundo observador que estudia también el movimiento y la deformacién del
mismo cuerpo. Aunque existen clases més generales de observadores, sélo vamos a considerar
aquellos que preservan las distancias, angulos e intervalos de tiempo. Es decir, aquellos para
los cuales la deformacion que hemos llamado ¢ se describe con una nueva funciéon

90+(X7 t) = C(t> + Q(t)QO(X, t) (532)

siendo ¢ una funcién vectorial que depende unicamente del tiempo y Q(t) una funcién
tensorial que depende del tiempo y cuyo resultado es siempre un tensor ortogonal.
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Para este segundo observador, la la tensién en el punto de observacién ya no vale
o, respectivamente, sino que toma un valor distintos que denominamos o™ y cuyo valor,
calculado mediante un sencillo cambio de coordenadas, es igual a

o =Qt)eQ(t)T . (5.3.3)

El principio de invariancia, enunciado anteriormente, establece que la relacién funcional que
existe entre la tension y la deformacion vistas por el observador mévil ha de ser exactamente
(5.3.1), es decir,

ot (X,t) = FleT(X,1)) . (5.3.4)
Hay que resaltar que la deformaciéon que el cuerpo sufre es la misma siempre, sélo que los
observadores, cuya posicién relativa cambia con el tiempo, la perciben de manera distinta.

Empleando la expresion (5.3.3) en (5.3.4) concluimos que un modelo constitutivo F(-) es
invariante u objetivo respecto a cambios de observador si verifica la igualdad:

Qo (X, H)Q()" = F(Qt)p(X,t) + c(t)) (5.3.5)

En el movimiento observado los gradientes de deformacién que cada uno de los
observadores calcula son, respectivamente:

F(X,t) = GRAD p(X,t), Ft(X,t) = GRAD ¢t (X,t) = Q(t)F(X,t). (5.3.6)

Asi pues, en el caso mas sencillo de un modelo constitutivo de un material eldstico simple,
éste es invariante si cumple la relacién

Qt)o(X,1)Q(t)" = F(Q()F(X 1)) (5.3.7)

Igual que hemos obtenido la regla de transformacion del gradiente de deformaciones, se
puede obtener también la transformacion de cualquier otra medida cinemaética. Por ejemplo,
el tensor de Green-Lagrange que el observador mévil calcula resulta:

+ _ 1Tt _ 1 pTHT _ 1T _
E"=5(F")F"-1)=5(F'QQF-1)=5(F F-1)=FE , (5.3.8)
es decir, que los dos observadores perciben el mismo tensor de Green-Lagrange. Por otro
lado, si el primer observador describe el tensor de tensiones de Cauchy mediante un tensor
o, éste se representard, segin el segundo observador como ot = QoQ”. Examinemos ahora
las consecuencias que el principio de invariancia tiene en algunos modelos constitutivos.

1. Considérese la ley constitutiva F(¢) = C GRAD (¢(X,t)), siendo C un tensor constante
de cuarto orden. Si el cuerpo se somete a una deformacién ¢ = ¢(X,t), un primer
observador calcularia el tensor de tensiones de Cauchy como:

o(X,t)=CGRAD p(X,t) =C F(X,1) . (5.3.9)
Un segundo observador que se mueve de forma que describe la deformacién del cuerpo

segtin (5.3.2), percibe la tensién o+ = Qo Q7 y el gradiente de deformaciones F™ = QF.
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Sin embargo, segun la ley constitutiva planteada
oT(X,t) =C GRAD (¢7(X,t) =C FH(X,t) =C Q(t)F(X,t 5.3.10
9 (P Y Y Y Y

que no coincide con lo esperado. Se puede concluir que la ley constitutiva propuesta no
verifica el principio de invariancia y por lo tanto no puede ser valida.

2. Se propone una segunda ley constitutiva de la forma:

F(p(X,t)) = F(X,t) C E(p(X,t) F(X,t)T , (5.3.11)

siendo E(¢) el tensor de Green-Lagrange asociado a la deformacién ¢. Un primer
observador calcula la tensién de Cauchy como

o=FCEFT. (5.3.12)

Ahora bien, un segundo observador calcula el campo de tensiones también segin (5.3.11)
y obtiene
o =Ft"CE" (F)'=QFCE FT'Q" =QoQ" , (5.3.13)

por lo que cumple la condicién de objetividad.

4. Modelos constitutivos reducidos

En esta seccion estudiamos algunas formas mé&s sencillas de formular modelos
constitutivos para materiales simples que verifican siempre el principio de objetividad.

Recordamos que un material simple es aquel cuya ley constitutiva depende de la
deformacién solamente a través de su gradiente. La ley constitutiva mas general de un
material simple es pues

o(X,t) =a(FY (X)), (5.4.1)

siendo F()(X) la historia de gradientes de deformacién en el punto X hasta el instante de
tiempo ¢ y &(-) una funcién de argumento tensorial y de valor tensorial y simétrico.

El principio de objetividad establece que para un material simple
QYo (X,1)(Q) = HQUWFY (X)) . (5.4.2)

Si en la relacién anterior elegimos Q) = (R(t))T, siendo R la parte rotacional del gradiente
de deformacion, se obtiene

(RNTe(X,t)RY = 5(UD (X)) , (5.4.3)

donde U®) (X)) es el tensor derecho de alargamientos. De otra manera:

o(X,t) = RY ¢(UD)(RMW)T (5.4.4)

En otras palabras, siempre que una ley constitutiva de un material simple sea de la
forma (5.4.4), ésta verificard el principio de invariancia.
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Es sencillo comprobar a partir de la ltima relacién obtenida que existen expresiones
alternativas que permiten formular leyes constitutivas invariantes tales como:

o(X,t) = RY&(Cc® (X)) (RN = F®) 5(C? (X)) (F)T (5.4.5)

y muchas otras mas, basadas en medidas de deformacion diferentes.

5. Simetrias

Algunos materiales presentan simetrias en su respuesta, es decir, su relacién
tensién-deformacién es idéntica en direcciones distintas. En particular, algunos materiales
son isétropos, es decir que su respuesta es idéntica en todas las direcciones. En esta seccién
estudiamos las simetrias inicamente de materiales simples.

La definicién formal de una simetria es la siguiente. Sea G un subgrupo de O(3). Es
decir, G es un conjunto de tensores ortogonales, no necesariamente propios, que incluye el
tensor unidad y tales que sus posibles combinaciones y sus inversas también estdn incluidas.
Se dice que G es el grupo de simetria de un material en un punto X del cuerpo si

o(F(X)=0(F(X)R), (5.5.1)
para todo tensor ortogonal R € G. En particular, si G = O(3), se dice que el material es
isétropo.

La relacién anterior indica que si un material tiene una cierta simetria en un punto, no se
puede distinguir su respuesta constitutiva de la que tendria si localmente se hubiera “girado”
mediante una transformacién R.

El principio de objetividad requiere ademas que, para todo tensor ortogonal @, se cumpla
la relacion

o(QF) = Qa(F)Q" . (5.5.2)
Escogiendo en esta ultima expresién @ = R € G y empleando la definicién de simetria (5.5.1),

se obtiene esta relacion para las leyes constitutivas:

R&(F)RT = 6(RF) = 6(RFR") (5.5.3)

6. Clasificacion de los modelos constitutivos

Intentamos ahora clasificar de forma muy genérica los diversos tipos de materiales
atendiendo a las propiedades de sus leyes constitutivas correspondientes. Véase
Truesdell-Noll].

Distinguimos los siguientes tipos de materiales:

e Fluidos: Un material se dice que es fluido si su respuesta no varia después de una
deformacién cualquiera, siempre y cuando ésta ultima respete la densidad del mismo.
Por ello, cualquier configuracién de un fluido es una configuracién indeformada.
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e Solido: Se dice que un material es sdlido si posee una configuracion especial, o de
referencia, tal que cualquier deformacién que no sea un movimiento de sélido rigido
lleva al cuerpo a una nueva configuracién en la cual su respuesta material es diferente.
Ademds, los cuerpos sélidos pueden a su vez clasificarse en las siguientes categorias:

— Elastico: Un material sélido es elastico si su respuesta no presenta histéresis y
ademds independiente de la velocidad de aplicacion de las cargas.

— Plastico: Un material es de este tipo si presenta histéresis en los ciclos de carga,
pero su respuesta es independiente de la velocidad de aplicacion de las cargas.

— Viscoelastico: Un material es viscoelastico si, a pesar de no mostrar histéresis, su
deformacién depende de la velocidad de aplicacion de las cargas.

— YViscoplastico: Finalmente, un material es de esta clase si su respuesta depende de
la la velocidad de la carga y ademads posee histéresis.

En el resto del capitulo se presentan algunos de los aspectos mas bésicos de los modelos
constitutivos para cuerpos solidos elasticos, validos para situaciones con deformaciones
finitas. En capitulos posteriores se trataran también los modelos constitutivos para fluidos
y para sélidos con deformaciones infinitesimales.

7. Modelos constitutivos de sdlidos elasticos

Dentro de la gran variedad de modelos constitutivos que existen, los sélidos elasticos son
de los mas sencillos. En esta seccion se prentende describir algunas de sus propiedades maés
elementales pero sin recurrir a la hipdétesis de deformaciones infinitesimales.

En primer lugar se dice que un sélido tiene un modelo constitutivo elastico no lineal
cuando la tension es inicamente funcién del gradiente de deformacion F', es decir, existe un
funcional F tal que

o(X,t)=F(X,F(X,1)) . (5.7.1)
A partir de su definicién vemos que un material eldstico es simple y que la dependencia de
la tensién respecto de la deformacién es tnicamente a través del gradiente de deformacién,
en el instante en el que se evalia. La El valor de la deformacion en instantes anteriores no
afecta a la tensién.

Materiales elasticos isétropos

Dentro de los modelos constitutivos, los isétropos son los més sencillos y los mas
habitualmente empleados. Recordamos que un modelo constitutivo de la forma o = o (F)
es isétropo y cumple la condicion de objetividad si

Q3(F)Q" =5(QFQ") , (5.7.2)

para todo tensor ortogonal Q. Ademds, la expresion (5.4.4) propone un modelo reducido que
verifica siempre la condicién de objetividad. En el contexto de la elasticidad, esta expresion
es sencillamente:

o(X,t)=R(X,t)a(U(X,t))R(X,t)", (5.7.3)
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siendo R la parte rotacional de F'. Combinando las ecuaciones (5.7.2) y (5.7.3) se demuestra
que en un material eldstico, isétropo, la tensién de Cauchy depende tinicamente del tensor
izquierdo de estiramientos, o del tensor izquierdo de Cauchy-Green:

o(X,t) = 3(V(X,t) = 5(b(X,1)) . (5.7.4)

Ignorando los argumentos (X, t) por simplificar, este resultado se demuestra de la siguiente
manera:

o0 =Re(U)R" =6(RUR")=6(V)=46(b) . (5.7.5)

Este resultado tan 1til permite obtener una representacién ain mas explicita de todos los
modelos constitutivos isétropos, como se describe en el siguiente teorema.

Teorema 7.1: La relacién constitutiva de un material eldstico es isétropa si y sélo si se
puede expresar de la siguiente manera:

& (b) = Bo(Iy, 11y, I1Ip)1 + By(Ip, 11y, I1Ip)b + Bo(Iy, L1y, I1T)b~" (5.7.6)

Los escalares Iy, Iy, [11, son los tres invariantes del tensor b y B3,, 51,33 son funciones
escalares.

DEMOSTRACION: La demostracion de este resultado no es sencilla y se puede encontrar, por
ejemplo, en Truesdell-Noll], Gurtin]. [

Materiales hiperelasticos

Un tipo particular de modelos constitutivos eldsticos son los llamados modelos hiperelasticos,
también llamados modelos elasticos de Green. KEstos modelos son aquellos en los que las
tensiones se pueden obtener a partir de un potencial elastico.

La motivacion para definir estos materiales reside en las definicién de la potencia
tensional, presentada en el capitulo sobre leyes de balance. Recordamos que la potencia
tensional en una regién material Py = ¢¢(P,) se define de la siguiente manera:

Pten(Pt)—/ U-ddv—/ P Fav . (5.7.7)
Pt Po

Los términos dentro de esta integral no son en general la derivada temporal de ninguna
funcién. Sin embargo puede darse el caso de que exista un potencial W = W (F') tal que

P.-F=W(F), (5.7.8)

de forma que la potencia tensional se pueda calcular como la derivada temporal de un
potencial elastico:

Pten(Pt)zdy;ff"), UP,) = /7> W(F)dV . (5.7.9)
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Si esto es asi, se dice que el material es hiperelastico y por lo tanto el tensor de tensiones de
Piola-Kirchhoff se puede calcular simplemente derivando el potencial de deformacién W:

AW (F(X,t), X

PX0) = =551

(5.7.10)

Un material hipereldstico es aquel que posee un potencial de deformaciéon o de energia
almacenada W tal que el primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff se puede calcular
con la expresién (5.7.10).

Del teorema de las fuerzas vivas y la definicién (5.7.9) se deduce facilmente que la potencia
exterior sumistrada a un cuerpo hipereldstico se transforma en variar su energia mecanica
total:

E(Po):/P po]V|2dV+/p W(F)dV = K(P,) +U(P,) . (5.7.11)

La definicién (5.7.10) de un material hiperelastico no tiene en cuenta la condicién
de objetividad del modelo constitutivo. Una forma alternativa de definir un material
hiperelastico y que incluye de forma natural la objetividad es:

AW (C(X,1), X)

SX ) =25 ¢ex 0

(5.7.12)

Resulta inmediato que las dos definciones son idénticas si W (C) = W (F).

Los materiales hiperelasticos son los méas empleados en mecéanica no lineal de sélidos pues
son los mas sencillos. Entre todos ellos, los isétropos consitituyen el tipo mas comun y se
puede demostrar que en este caso el potencial de deformacién tinicamente puede depender de
los invariantes principales I, [ 1, 111 o, equivalentemente, de los estiramientos principales
A1, A2, A3. Los modelos constitutivos mas empleados se asocian a nombres propios y algunos
de ellos son:

Neo-Hookeano : W

Mooney-Rivlin : W

Wi, Hlg) = U(Ille) + S(lc —3) |

H 2
I, I, 1) =U (111 —Io — A

Ogden : %4

N
(A, A2, A3) = U(Mdods) + > %(Aﬁ + A5+ M —3) .

=1

Los modelos constitutivos hiperelasticos derivados de estos potenciales son isétropos,

elasticos, e invariantes. Por ello, para encontrar un modelo constitutivo de un material
elastico isétropo cualquiera basta con seleccionar un potencial eldstico como los anteriores
tal que, mediante una eleccién acertada de las constantes materiales, produzca una respuesta
que se ajuste a lo que se obtiene experimentalmente. Veanse los ejemplos del capitulo 7 en
el libro de Ogden-cm-1984].

Una vez definido un potencial de deformacién, a partir de la expresion (5.7.12) se puede
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calcular el tensor simétrico de Piola-Kirchhoff como:

mﬁa&;+aW’aUC%_aW oIllo
ol 0C ~ 9llg 0C ~ 9lllg 0C

S =2 (5.7.13)

Las derivadas parciales del potencial W respecto a los invariantes de C son sencillas en
general. Recordamos las expresiones de las derivadas parciales de los invariantes principales
respecto del tensor de deformacion C':

olc
oc
oIl¢
— 5.7.14
oIlIp .
=11IoC™" .
oC c

Ejercicio 7.2: Demostrar, empleando las ecuaciones (5.7.13) y (5.7.14) que el tensor de
tensiones de Cauchy de un material hiperelastico se puede expresar de la siguiente forma:
oW

_ -1
0'—2JaIIIb1+2J (

oW oW oW

I b—2J" b . 7.1
oL, ban) / a1l (5.7.15)

O
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Capitulo 10

Mecanica de fluidos

1. Introducciéon

En este capitulo estudiamos los medios continuos denominados “fluidos” y que
caracterizamos en el capitulo 5 como aquellos que no poseen una configuracién sin deformar.

No es el propésito de este capitulo presentar un resumen de un curso de Mecéanica de
Fluidos. El objetivo es aplicar los conceptos presentados durante todo el curso al estudio
de este tipo de medios, y asi apreciar la capacidad de la metodologia desarrollada. Ademas,
este enfoque permite abordar el anélisis de los fluidos desde un punto de vista comun al del
resto de los cuerpos, lo cual favorece su comprension.

A partir de la descripcién cinemética ya estudiada y mediante la seleccién de modelos
constitutivos adecuados se obtienen las ecuaciones de modelos de mecdnica de fluidos de
complejidad variable. Es posible, siempre dentro del mismo marco tedrico, obtener las
ecuaciones que gobiernan el comportamiento de los fluidos ideales, de la hidrostatica, las
ecuaciones de Navier-Stokes, el origen de la turbulencia, etc. Sin embargo, por limitaciones
de tiempo sélo se presentardn algunos de estos modelos.

La Mecéanica de Fluidos es un campo donde la hipétesis de continuidad se verifica de
forma muy precisa. A diferencia de los cuerpos sélidos, donde los defectos microestructurales
son muy comunes y responsables en gran medida del comportamiento de dichos materiales,
los fluidos son m&as homogéneos y los efectos de tamano se pueden ignorar sin cometer
grandes errores en un gran numero de situaciones. Ademaéas los modelos constitutivos
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mas representativos, y que estudiaremos en este capitulo, también se ajustan muy bien
al comportamiento de los fluidos reales. Por todo ello, la Mecanica de Medios Continuos
sirve para formular modelos de Mecanica de Fluidos cuyos resultados se ajustan mucho a la
realidad.

En este capitulo se ignoran todos los efectos térmicos que puedan aparecer en la relaciones
constitutivas de las variables que se traten. Esta simplificacién, aunque limita la aplicabilidad
de los resultados, resulta suficiente para una primera presentacién de la teoria de los medios
fluidos.

2. Cinematica

En el capitulo 2 se estudié en detalle la cineméatica de medios continuos y todo lo
contenido en dicho capitulo aplica a las deformaciones caracteristicas de los cuerpos fluidos.
En esta seccién complementamos los conceptos presentados anteriormente y definimos
algunos conceptos que no han tenido utilidad hasta ahora en la asignatura.

Velocidad y aceleracion

En primer lugar, repasamos el concepto de velocidad y aceleracidon espaciales. El primero de
ellos es la expresién euleriana de la velocidad material, es decir:

0
v(x,t) = (Tf o V(@ t) = (Vo )(at). (10.2.1)
De la misma manera, la aceleracién espacial es la expresién euleriana de la aceleracién

material:
2
a(x,t) = (%tf op N(x,t) = (Ao V) (x,t) . (10.2.2)

La velocidad y aceleracién espacial estan relacionadas por la siguiente expresion:

Dv ~ dv(zx,t)

a(x,t) =v(x,t) = D—t(aj,t) =57 + gradv(z,t) v(x,t) . (10.2.3)

La primera parte se conoce con el nombre de derivada local y la segunda como la derivada
convectiva.

Lineas de corriente y trayectorias

Si se conoce el campo de velocidades espaciales v(x,t) en un instante t*, se puede definir
una linea de corriente como una curva integral de dicho campo vectorial, es decir, una curva
x = c¢(«a) en funcién de un escalar « tal que su vector tangente en cualquiera de sus puntos
coincide con el vector velocidad. Matematicamente,

cd(a) =v(c(a),t) . (10.2.4)



De entre las infinitas lineas de corriente que existen en un fluido en el instante t*, la que pasa
por el punto x, es la solucién a la ecuacién diferencial:

(@) = v(c(a),t") ,

o(0) =, (10.2.5)

Obsérvese que las lineas de corriente estan definidas para un instante de tiempo t* y que su
forma depende tnicamente del campo de velocidad espacial en dicho instante. Es posible,
por tanto, que un instante después o antes de t* las lineas de corriente cambien. Si se toma
una curva cerrada que no sea una curva de corriente, las curvas de corriente que pasan por
cada uno de los puntos de la primera curva forman una superficie llamada tubo de corriente.
Puesto que las lineas de corriente pueden cambiar con el tiempo, los tubos de corriente
también.

Un concepto relacionado con el de linea de corriente es el de trayectoria, que ya aparecion
en el capitulo 2. Dado un punto x, del espacio, su trayectoria es la unién de las sucesivas
posiciones que ese punto recorre en el tiempo. La descripcién material de esta curva 7(t) es
muy sencilla pues, a partir de la definicién de la deformacién ¢, se tiene que

7(t) = (w0, 1) . (10.2.6)

En Mecédnica de fluidos se emplea frecuentemente la descripcion espacial y ésta requiere, para
encontrar la expresion de la trayectoria resolver una ecuacion diferencial similar a (10.2.5):

/() =o(r(1),1)

0) = =, . (10.2.7)

En general, la linea de corriente que pasa por un punto en un instante es distinta de la
trayectoria de la particula que se encuentra en dicho momento en ese preciso lugar. Sin
embargo, si el movimiento es estacionario, es decir,

dv(x,t)
at
entonces ambas curvas coinciden pues son la solucién a la ecuacién diferencial:

T'(t) = v(r (1))
7(0) = x, .

=0, (10.2.8)

(10.2.9)

Vorticidad

También recordamos del capitulo 2 que la parte hemisimétrica del gradiente espacial de
velocidades es el llamado tensor de spin w. El doble del vector axial de este tensor
hemisimétrico es el vector de vorticidad &, que se puede expresar alternativamente como:

&(x,t) =rotv(x,t) , (10.2.10)

y que posee multiples aplicaciones en Mecanica de Fluidos. Este campo vectorial expresa la
rotacion diferencial que se produce debido a la deformacién. Por lo tanto, se dice que una
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deformacién o un flujo es irrotacional si el vector de vorticidad se anula en todo punto. Este
campo vectorial sirve también para definir una cantidad escalar llamada circulacion. Sea C
una curva cerrada con diferencial de arco dx. La circulacién en esta curva se define como la
integral

I'e= %C'u- d (10.2.11)

Si esta curva es el contorno de una superficie X' de normal n, por el teorema de Stokes, se
tiene que

Fcz/rot'v-nda:/ﬁ-nda. (10.2.12)
b b))

Una curva tangente en todos sus puntos al campo de vorticidad se denomina linea de
vorticidad y todas las lineas de vorticidad que pasan por los puntos de una curva cerrada
forman un tubo de vorticidad. Es inmediato comprobar que la circulacién de dos secciones
de un tubo de vorticidad ha de ser la misma

Teorema 2.1: (Kelvin) Sea C una curva material. El cambio de circulacion Iz en el
tiempo se puede calcular como:

di¢
. . 10.2.1
T ?{Ca dx (10.2.13)

DEMOSTRACION: La demostracién emplea la definicién de curva material C = ¢(C,) y la de
derivada de una integral sobre una curva material, presentada en el capitulo 5:

dIp dyg
ar ~arc’ 9
dg
=L V.FdX
ate,”
:jq{ (A-FdX +V . FdX) (10.2.14)

o

:7{ (A-FdX +V . .LFdX)
:jé(a‘ dz+v-Ldx),
C
pero la integral del Ultimo sumando se anula pues

v~Ldm:j{v-gradvdm:?§ dfv-v] =0 10.2.15
f, ) ) djv-v (10215)

al ser la curva C cerrada. [
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3. Resumen de las ecuaciones de la Mecanica de
Fluidos

Ya se describié en capitulo 4 cémo cualquier medio continuo estd gobernado por una
serie de principios fundamentales, o leyes de balance, que se pueden expresar en su forma
lagrangiana o euleriana. En los problemas que se estudian comunmente en Mecanica de
Fluidos se consideran volimenes de control y se busca conocer el valor de los campos
incéginita (velocidad, presién, densidad, etc) como expresiones dependientes de los puntos
del espacio. Por ello suele ser mas apropiado elegir una descripcion euleriana de las leyes de
balance para la resolucion de problemas de fluidos. Existen excepciones a lo anteriormente
expuesto, como por ejemplo el estudio del movimiento de un fluido en el recipiente que lo
contiene. Sin embargo, dado que la gran mayoria de la aplicaciones se benefician de una
descripcién euleriana, recogemos en la siguiente tabla las leyes de balance principales en este
formalismo:

e Balance de cantidad de movimiento:
dive(z,t) + p(x, t)b(x,t) = p(x, t)a(x, ) . (10.3.1)

Balance de momento cinético:

o(x,t) = (o(x, )’ . (10.3.2)

e Balance de masa (ecuacién de continuidad):

dp(x,t)

B + div (p(x, t)v(x,t)) =0 . (10.3.3)

Balance de energia (primer principio de la termodinamica)

plx, t)iu(z,t) = o(x,t) - d(zx, t) + p(x, t)r(xz,t) — divg(x,t) . (10.3.4)

Caja 10.3.1: Resumen de las principales leyes de balance. Formulacion
euleriana

Como también se ha explicado anteriormente en el capitulo 5, el sistema de ecuaciones que
acabamos de presentar no estd completo, pues falta por anadir la relacion constitutiva. En
la préximas seccines describiremos los modelos constitutivos més importantes de los medios
fluidos y algunas de las propiedades de los flujos resultantes.

4. Fluidos perfectos

El primer tipo de fluido que se estudia el llamado fluido perfecto. Esta clase de fluidos
se distingue porque el tensor de tensiones es esférico en todo punto y de la forma:

o(x,t) = —p(x,t)1 . (10.4.1)

71



El escalar p se denomina presion. Algunos autores requieren ademéas que el fluido sea
incompresible. Sin embargo en este curso no lo requeriremos.

A partir de la condicién (10.4.1) se puede comprobar que un fluido de este tipo no
puede soportar, ni transmitir, esfuerzos tangenciales (de cortante). La fuerza por unidad de
superficie que soportan estos fluidos en un punto & y sobre una superficie de normal n:

t(x,t) =o(x,t)n(x) = —p(x,t)n , (10.4.2)

que obviamente sbélo tiene componente normal. Por ello, y como demostraremos
rigurosamente més adelante, un fluido perfecto sin rotaciéon no puede agitarse de forma que
la desarrolle. De la misma manera, un fluido perfecto que tenga rotacién no podra detenerse.

Los fluidos que aparecen en la naturaleza no son nunca perfectos, puesto que
siempre ejercen al menos una pequena resistencia a la cizalladura. Sin embargo la
aproximacion (10.4.1) es suficientemente buena para la resolucién de un gran nimero de
situaciones de interés ingenieril. Es muy comun en ingenieria, suponer que el agua y el aire
se comportan como fluidos perfectos. Ademaés hay que tener en cuenta que un mismo fluido
se puede coportar como perfecto o no dependiendo del problema que se estudie.

Las ecuaciones de Euler para fluidos perfectos incompresibles

Consideramos ahora fluidos perfectos que ademaés son incompresibles. La incompresibilidad,
como se estudié en el capitulo 5, se puede expresar de numerosas maneras, de las cuales
emplearemos dos que son, por supuesto, equivalentes:

divov(z,t) =0, plx,t) =0. (10.4.3)

Sustituyendo la expresion de la tensién caracteristica de los fluidos perfectos (10.4.1) en la
ecuacién de balance de cantidad de movimiento (10.3.1) se obtiene, junto con la condicién
de incompresibilidad, las ecuaciones de Euler:

—gradp + pb = p(g’: +gradv v)

divv=0.

(10.4.4)

El teorema de Bernoulli en fluidos perfectos

Consideramos ahora un fluido ideal, incompresible y homogéneo con fuerzas volumétrica
aplicadas que derivan de un potencial 3:

b(x,t) = —grad f(z, t) (10.4.5)

Entonces, de la ecuacién de Euler (10.4.4), se puede deducir que la aceleracién espacial a = v
deriva a su vez de otro potencial escalar:

1
a= —;gradp —grad 8 = —grad (% +0) . (10.4.6)
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A partir de la siguiente identidad vectorial

_ 0w
Y

a + Lgrad (jv]*) + €A, (10.4.7)

siendo £ la vorticidad del flujo, y combinando las ecuaciones (10.4.6) y (10.4.7), se obtiene
la siguiente formulacién de las ecuaciones de Euler:

a—z) + Sgrad (Jv|*) + € Av = —grad (% +6) (10.4.8)

Consideremos ahora un flujo en régimen estacionario. En estas condiciones, el término
%—1’ se anula. Ademds, como vimos en la ‘sec-cinematica’, las trayectorias coinciden con
las lineas de corriente, que son a su vez tangentes al campo de velocidades. Una linea de
corriente es una curva & = ¢(«) con vector tangente

T(a) = (a), (10.4.9)

paralelo a v(c(a)). Empleando la ecuacién (10.4.8) podemos afirmar que en todo punto de
una linea de corriente:

0= (%grad (|'v|2) + & ANv+ grad (% +8)-T
= (Lgrad (jv]?) +grad<§ +0)-T (10.4.10)

:grad(%|v\2+§+ﬁ)-r .

Definimos la cantidad escalar

G(z) = jv(z)” + p(p:l:) + 6(x) . (10.4.11)

Y con ella reescribimos la identidad (10.4.10) de la siguiente manera:

0=grad G(z) - 7(x) , siendo x = c(a) , (10.4.12)
0, lo que es lo mismo,
d(Goc)(@) _ (10.4.13)
da

Esta dltima expresién expresa que la cantidad G definida en (10.4.11) es constante a lo largo
de los puntos que forman una linea de corriente, y es conocida como el teorema de Bernoulli.

Una situaciéon muy habitual en ingenieria es aquella en la que las fuerzas masicas derivan
de un potencial gravitatorio, 3(x) = gxs, siendo g la aceleracién de la gravedad y x3
la direccién vertical con sentido hacia arriba. En este caso la cantidad G definida en la
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ecuacién (10.4.11) toma el valor
x
G(a) = Hfo@) + 12 gy (10.414)

En hidraulica se define mas usualmente la siguiente cantidad, que simplemente cambia de
escala la funcién G,

H(x) = ’1](23;)’2 + pg;i) + 3 . (10.4.15)

Con estas definiciones, el teorema de Bernoulli se puede enunciar de la siguiente manera: en

un fluido perfecto, homogéneo e incompresible, sometido a cargas gravitatorias, la suma de
L . . T S v(x)|?

la altura geométrica x3, la altura piezométrica p(z) y cinética ‘(279” es una constante a lo

largo de todas las lineas de corriente, si el flujo se encuentra en estado estacionario.

Aspectos termodinamicos

En un fluido perfecto incompresible la potencia tensional que se desarrolla es siempre nula
pues, para toda regiéon material Ry,

Pien(Ry) = / o-ddv= / —pl-ddv = / —pdivodv =0 . (10.4.16)
R R R:

Utilizando este resultado se sigue que si sobre una regiéon material no se aplica ninguna
potencia externa, su energia se conserva.

Fluidos barotrépicos

Un tipo de fluido perfecto es el denominado barotrdpico. Este tipo de fluidos se caracterizan
porque la presiéon depende dnicamente de la densidad y se puede escribir

p(z,t) = m(p(x,t)) , (10.4.17)

siendo 7 una funcién escalar mondtona creciente. Gran parte de los desarrollos planteados
para fluidos perfectos incompresibles se pueden repetir para fluidos barotrépicos. En
concreto, se puede encontrar una ecuacion de FEuler para este tipo de fluidos y una expresién
del teorema de Bernoulli. La primera se puede establecer de forma inmediata y resulta:

—7'grad p + pb = p (a—v + gradv v)

ot (10.4.18)
9p +div (pv) =0
at P '

El teorema de Bernoulli para este tipo de fluidos se demuestra de manera similar al enunciado
anteriormente y tunicamente es necesario modificar la expresiéon de la funcién G que se
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mantiene constante a lo largo de las lineas de corriente en un flujo estacionario. En el
caso de los fluidos barotrépicos esta funcién queda definida de la siguiente manera

G(z) = tv(z)” + v(p(z)) + gz3 - (10.4.19)

La funcion escalar v esta definida por la expresion:

v(p)=/p W/f?n) dn (10.4.20)

siendo a una constante positiva pero arbitraria.

5. Fluidos newtonianos

Como se ha explicado ya, en la naturaleza los fluidos siempre oponen alguna resistencia
a la deformacion por cortante, y esto no puede explicarse mediante los modelos de fluidos
perfectos. En esta seccion se presentan los modelos constitutivos mas sencillos y tutiles de
cuantos se pueden formular para representar efectos viscosos.

Estos modelos de material, llamados fluidos newtonianos, se definen mediante relaciones
constitutivas de la forma

o(x,t) = —p(z,t)1 + C(x, t)d(z,t) , (10.5.1)

siendo C un tensor de cuarto orden que depende del material y d = sim[grad v], la tasa de
deformacién. Este tltimo tensor proporciona una cierta medida del movimiento relativo de
las particulas en el fluido. Si consideramos a partir de ahora unicamente fluidos isétropos y
homogéneos, la forma del tensor constitutivo C se simplifica, y se puede demostrar que éste
sélo puede ser de la forma;

C=A®1+2ul. (10.5.2)

Los escalares A, u son viscosidades caracteristicas del fluido que pueden, en general, depender
de la temperatura y de la deformacién. Sin embargo, en nuestro tratamiento seran
considerados simplemente constantes del material.

En este punto debe de hacerse una aclaraciéon respecto del concepto de presion. En
la relacién constitutiva (10.5.1), el campo escalar p se denomina presion hidrostdtica pues
corresponde a la tnica presién que existiria en condiciones estaticas, es decir d = 0. Sin
embargo, en condiciones dindmicas generales, puede existir cierta confusion entre lo que es
la presién y la media de los valores del tensor esférico de tensién pues tanto la parte debida
a la presién hidrostatica como la debida a la viscosidad pueden tener componente esférica.
Por ello se define la presiéon media como

1 1
Dmed = —gtraza[a] =p— gtraza[(Cd] : (10.5.3)

Esta presion media coincide, por lo anteriormente expuesto, con la presién hidrostatica en
condiciones de reposo del fluido.
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Para un fluido newtoniano isétropo podemos expresar la ley constitutiva (10.5.1) también
de la forma:

o = —pl+ A(trazald))1 + 2u(é(traza[d})1 + desv]d])
— (0 % trazald])1 + 2udesv]d] (10.5.4)
2
=—pl+ (A + 3 divw) 1+ 2udesv(d] .

En la tdltima igualdad hemos empleado la relacién traza[d| = divwv, cuya demostracion es
trivial. La constante k = \ + %u es la llamada viscosidad volumétrica, puesto que es la
que afecta a la parte esférica del tensor tasa de deformaciéon. Empleando este concepto,
podemos escribir una ley constitutiva para la parte esférica de la tensién y otra para su parte
desviadora:

desv[o] = 2udesv[d] ,

10.5.5
Dmed =P — kdivy . ( )

Las ecuaciones de Navier-Stokes

A continuacién estudiamos la forma de la ecuacién del balance de cantidad de movimiento
en el caso de un fluido newtoniano. Esta ecuacién se conoce con el nombre de Navier-Stokes
y es la méas empleada para simular flujos en fluidos reales. Ahora bien, su resolucién debe de
realizarse empleando métodos numéricos pues, como se verd ahora, su tratamiento analitico
no es sencillo.

Para formular las ecuaciones de Navier-Stokes basta con desarrollar el término de la
divergencia del tensor de tensiones, teniendo en cuenta la ecuacién constitutiva (10.5.4). Se
comprueba el siguiente resultado:

dive = div[—pl + Adivel 4+ 2ud] = —gradp + (A + p)grad dive + pAu . (10.5.6)

Sustituyendo esta expresion para la divergencia del tensor de tensiones se obtiene las
ecuacion de Navier-Stokes:

ov

57 + gradv v) . (10.5.7)

—gradp + (A + p)grad divv + pAu + pb = p (

En el caso de que el flujo sea incompresible, las ecuaciones de Navier-Stokes se simplifican:

Jv

97 + gradv v) ,

—gradp + uAu + pb = p (
divv=0.

(10.5.8)
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Aspectos termodinamicos

La presencia de viscosidad en los fluidos tiene el efecto de que la energia se disipa por su causa.
A diferencia de los fluidos perfectos incompresibles, donde la energia cinética se conserva
en ausencia de fuerzas exteriores a continuacién demostramos que la energia cinética en los
fluidos newtonianos incompresibles puede decrecer debido a la viscosidad. En la practica esto
conlleva a que un fluido viscoso contenido en un recipiente y con un campo de velocidades
no nulo ird “parandose” debido a la disipacion.

Para ello recordemos que el primer principio de la termodindmica establece el siguiente
balance energético sobre una regiéon material Ry:

Peat(Re) = K(Ry) + Pien(Ry) - (10.5.9)

Si la potencia exterior aplicada sobre una regién material es nula entonces la variaciéon de
energia cinética se puede obtener de la siguiente manera:

K(Rt) = Pien(Ry)

:—/ o-ddv
t

:—/Rt(—pl-i-Zud)-ddv (10.5.10)
=— (—pdiv o + 2u||d|* dv
s
— -2 [ uld e
R

La cantidad obtenida nunca es positiva y de hecho es negativa siempre que haya algo de
friccidn entre las particulas del fluido o con el contorno.

El niimero de Reynolds y el flujo de Stokes

Una técnica muy empleada en las ciencias, y en particular en el disenio de experimentos, es la
busqueda de cantidades adimensionales que reflejen, de alguna manera, la magnitud de los
principales efectos que se quieren medir en un experimento, y sus relaciones entre ellos. Por
ejemplo, preguntas como: “en un flujo dentro de una tuberia, si el fluido tiene una viscosidad
de 0,3 Pa-s, jse pueden despreciar los efectos viscosos?”, no tienen sentido.

Exiten multitud de nimeros adimensionales, normalmente asociados a nombres de
investigadores de su campo correspodiente. En mecdnica de fluidos uno de los maés
importantes es el nimero de Reynolds, que describimos a continuacién. Consideremos el
flujo de un fluido. Sea V' la magnitud de una velocidad caracteristica del problema, y L una
longitud también caracteristica. El nimero de Reynolds se define como:

_ pVL
e

Re (10.5.11)

Un nimero de Reynolds alto indica que el flujo que se estudia los efectos inerciales son
importantes comparados con los efectos viscosos, y viceversa. Para que en la resolucién
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matemédtica de un problema sea razonable ignorar los efectos viscosos (es decir, emplear un
modelo con un fluido perfecto) es una condicién necesaria que el nimero de Reynolds sea
muy grande.

En el caso opuesto, cuando el nimero de Reynolds es muy pequertio, los efectos viscosos
son mucho m&s importantes que los efectos inerciales (no se puede decir simplemente que
la viscosidad es mucho mayor que la densidad) y éstos ultimos se pueden ignorar. Cuando
los efectos inerciales se desprecian en la ecuacién (10.5.8) de Navier-Stokes de un fluido
incompresible obtenemos las ecuaciones del flujo de Stokes:

—gradp + pAu+ f=0,

. (10.5.12)
divv=0.

Estas ecuaciones se usan como modelo matemaético para flujos lentos de fluidos viscosos.

6. Fluidos no newtonianos

El comportamiento de algunos fluidos no queda bien reflejado por las soluciones que
se obtienen de las ecuaciones de Navier-Stokes. Estos incluyen fluidos con polimeros o
sedimentos en suspensién, la sangre y otros. Por ejemplo, se ha observado que ocasionalmente
que los coeficientes de viscosidad dependen de la tasa de deformacién y en otras ocasiones
que la respuesta del fluido tiene “memoria”, es decir, que depende no sélo de la deformacién
en ese instante sino también de las deformaciones pasadas.

Los modelos de fluidos no newtonianos pueden ser complejos y no es el objetivo entrar en
una descripcién detallada de los mismos. Concluimos esta seccién simplemente enunciando
un modelo constitutivo de este tipo, el fluido Fluido de Reiner-Rivlin, cuya expresion es:

o= —pl+a,d+ad®, (10.6.1)

siendo «,, a1 dos funciones escalares de los invarianes de la tasa de deformacién.

7. Hidrostatica

En esta dltima seccién del capitulo presentamos las ecuaciones de la hidrostéatica de
fluidos y desarrollamos algunos resultados de interés. Antes de continuar, merece la pena
indicar que en condiciones estéticas la tasa de deformacién se anula y por tanto los fluidos
perfectos, newtonianos y los no newtonianos se comportan de la misma manera. En todos
estos casos, el tensor de tensiones es:

o(x)=—p(x)l. (10.7.1)

Esta simple propiedad permite demostrar el principio de Pascal, que afirma que en un fluido
en condiciones de reposo la magnitud de la fuerza normal a una superficie es independiente
de la orientacion de la misma. Para demostrar esta propiedad basta con calcular el médulo
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de la fuerza normal sobre una superficie con vector normal n(x):
fu = o(@m(@) - n(x) = —p(a)n(@) (@) = —p(@) . (10.7.2)

En segundo lugar, en condiciones de reposo, la acelaracién espacial en el fluido también
se anula. Por esta razén, y utilizando la ecuacién (10.7.1), la ecuacién de equilibrio estatico
para todo tipo de fluidos es sencillamente

—gradp + pb =0. (1073)

Presion hidrostatica debida a la gravedad

Una aplicacion de la hidrostatica muy comin es considerar la presién en el interior de un
fluido debida a la fuerza de la gravedad. Si se considera un sistema de coordenadas cartesiano
donde z3 es la direccién vertical con sentido hacia arriba entonces las fuerzas maésicas son
b = —ges y la ecuacién de equilibrio (10.7.3) es:

grad p(x) — ges . (10.7.4)

Suponiendo un valor de referencia p = 0 cuando z3 = 0, entonces la ecuacion en diferencias
parciales (10.7.4) se puede resolver exactamente y su solucién es:

p(x) = —gas . (10.7.5)

El principio de Arquimedes
El principio de Arquimedes afirma que todo cuerpo sumergido en un fluido en reposo
experimenta un empuje vertical y hacia arriba igual al peso del volumen desalojado.

Para demostrar este principio supongamos, como en el caso anterior, un sistema de
coordenadas cartesiano con el origen en la superficie libre del fluido y con el eje x3 en
direccién vertical y hacia arriba, de forma que la fuerza de gravedad sea b = —ges.

En segundo lugar, postulamos que el campo de tensién en el cuerpo sumergido es
o(x) = pgxsl. Para verificar esta hipétesis basta con comprobar que tanto la condicién
de equilibrio en el cuerpo como las condiciones de contorno (la presién en el contorno es la
debida al fluido) se cumplen:

divo + pb = pge. + p(—g)es =0, on = pgrsn =—p(x)n . (10.7.6)

Una vez comprobada la hipdtesis basta con calcular la fuerza total sobre el cuerpo sumergido
mediante el teorema de la divergencia:

F = tda:/ anda:/ divcrdv:/ pges=Mges, 10.7.7
3Bt 88,5 Bt Bt ( )

que coincide con el resultado del principio de Arquimedes.
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8. Condiciones de contorno en fluidos

Cuando se quiere resolver un problema concreto, ya sea de sélidos o fluidos, es necesario
planter las ecuaciones en derivadas parciales que lo gobiernan y las condiciones de contorno
que sobre dicho cuerpo se imponen. En Mecédnica de Fluidos este ultimo aspecto es delicado
y merece la pena dedicar una seccién a describir los principales tipos posibles.

Condicién de contorno de velocidades impuestas (condicién de Dirichlet)

En partes del contorno de un volumen material o de control las velocidades son a veces
conocidas y de valor ©(x,t). Es el caso, por ejemplo, de el campo de velocidades en la
entrada a un recipiente cualquiera cuando el fluido llega por una tuberia. En este caso se
sabe que el perfil de velocidades es parabdlico o muy parecido. La expresién matematica de
este tipo de condiciones de contorno es, si la region donde se conoce la velocidad es I3, de la
forma:

v(x,t) = v(x,t) xel,,Vt. (10.8.1)

Condicién de contorno de impenetrabilidad

Otra condicién de contorno muy habitual es la que expresa que el flujo no puede penetrar en
las paredes del recipiente que lo contiene. En este caso, y si el la pared del recipiente tiene
vector normal n, la velocidad del fluido ha de ser tangencial a esta superficie, es decir, que
en la pared I,

(v(z,t) — o(x,t)) -n(x) =0 xel,Vt, (10.8.2)

siendo v la velocidad de los puntos en la pared.

Condicion de adherencia

Los fluidos viscosos no sélo no pueden penetrar las paredes de los recipientes que los contienen
sino que sus particulas en contacto con las paredes deben tener velocidad relativa nula con
respecto a la posicién de estas tltimas. En este caso pues, la condicién de contorno en toda
pared I, es:

v(x,t) = o(x,t) xel,Vt. (10.8.3)

Condicion de contorno de tensiones o presiones

Ademis de las velocidades, también se pueden prescribir los valores de las tensiones en partes
del contorno. Si los vectores de tensién tienen un valor conocido ¢ en el contorno I} entonces
las este 1ltimo tipo de condiciones de contorno son de la forma:

o(z,t)n(xz) = t(x,t) x € [},Vt (10.8.4)
En algunas circunstancias inicamente se impone el valor de la presién p

p(x,t) = p(x,t) x e I, V. (10.8.5)
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Condiciones de contorno mixtas

Es también posible imponer condiciones de contorno mixtas que incluyen velocidad y presién.
Por ejemplo, se puede imponer en una regién del contorno por un lado la presiéon y por
otro las componentes tangenciales de la velocidad. Alternativamente, se podria imponer la
componente tangencial de la tensién y la componente normal de la velocidad.

Condiciéon de superficie libre

La ultima condicidn, la de superficie libre, es algo més compleja y sirve para especificar, de
forma implicita, la evolucién de la superficie libre de un fluido en movimiento. A diferencia
de las anteriores condiciones de contorno, esta sirve para determinar el contorno libre I3, que
no es fijo.

Existen dos manera de establecer esta condicién. La primera y mas sencilla consiste en
imponer que la superficie libre estd formada por aquellos puntos del fluidos cuya presién es
igual a la del fluido que lo rodea. En el caso de un fluido situado al aire libre la condicién se
expresa como:

I = {13 2p(£L',t) = patm} , (1086)
siendo putm la presién atmosférica.

Una aproximacion frecuente que sirve para determinar la posicién de la superficie libre
es imponer que ésta se trata de una superficie material, es decir, formada siempre por las
mismas particulas. Si dicha superficie viene expresada, en todo instante ¢, como una ecucién
escalar de la forma ¢(x,t) = 0 y las particulas son siempre las mismas @ = (X, t), entonces

0¢(x,t)

0= gb(ac,t) =0= qu(:c,t) = grad qb(a:,t) . 'v(a:,t) + T 5

10.8.
o (10.8.7)

en todos los puntos « € I7;.
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