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Capitulo 1

Fundamentos matematicos

La mecénica de sélidos, como de hecho toda la mecanica de medios con-
tinuos, tiene una historia de varios siglos que ha ido en paralelo con muchos
de los avances en matematicas. Como es una teoria de campos, el calculo
diferencial e integral forman la base de la mecédnica de sélidos. Ademas, hay
otros conceptos matematicos que simplifican enormemente la presentacion
de la teoria, pues proporcionan un lenguaje con el que la misma se expresa
de forma maés natural, y por tanto sencilla. Entre otros, destacan el cdlculo y
algebra tensorial y el cdlculo variacional. Existen muchos otras herramientas
necesarias para una descripcion mas avanzada pero en estas notas nos limi-
taremos a los elementos mas bésicos e imprescindibles. Se pueden encontrar
exposiciones mas detalladas de dlgebra y calculo tensorial, por ejemplo, en,

[7 ? ? 77]’

1.1. Vectores en el espacio Euclideo

La definicién completa de un vector y un campo vectorial se puede con-
sultar en libros basicos de algebra. En lo que sigue, llamaremos vector sim-
plemente a un elemento cualquiera de V = R?, siendo d = 3 en estas notas,
aunque la gran parte de los conceptos que se presentan son validos también
para otras dimensiones. Un campo vectorial definido en 2 C R? es una
funcién que para todo punto en €2 devuelve un vector en V. Supondremos
también que todos los campos vectores son infinitamente diferenciables.

Notacion: Para diferenciar los vectores de los escalares se emplean
en la literatura distintas notaciones. Asi, dependiendo del libro u autor que
se consulte, un mismo vector se puede ver escrito como w, u, i, u, . . . Entre
todas estas, todas ellas validas, utilizaremos la primera.
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1.1.1. Componentes de un vector y cambio de base

Sea B = {e1, ez, e3} una base cartesiana de V. Cualquier vector v € V
se puede expresar de la forma

3

v =vi1€e] + vgeg + vzes = Zviei , (1.1)
i=1

y v1, V2, v3 se llaman las componentes de v en la base B. Las componentes
de un vector cambian segun la base a la cual se refieran, por lo tanto no se
debe confundir el vector mismo con su representacion.
Para expresar que una terna vq, va,v3 son las componentes del vector v
en la base B escribiremos:
U1
V2 . (12)

1)38

A menudo, cuando no hay posibilidad de confusién porque sélo se ha definido
una base se emplea la notacién

U1 U1
{v} =< v , o simplemente v = qwvyp . (1.3)
v3) U3

La relacién entre las componentes de un vector, referidas a dos bases
distintas se obtiene de la siguiente manera. Sea B la base anteriormente de-
finida y B’ una nueva base cartesiana formada por los vectores ortonormales
{e},eh, et}. Un vector e; cualquiera de la base B se puede expresar como
suma de vectores de la base B’ de la forma:

/ / / : /
e; = a;1€1 + a;9€y + a;zes siendo ajj = €; - €; . (14)

Otro vector cualquiera v se puede escribir indistintamente como combinacién
lineal de los elementos de B o de los de B':

w

v= vie; = Zv}eg . (1.5)

Sustituyendo la expresién (1.4) e identificando las componentes se obtiene

3
/
Uj = E A5U5 . (16)
i=1
Esta dltima relacién se puede expresar matricialmente como

U1 air a21 agi U1

/
(%) = ai2 agy as2 V2 N (1.7)
U3 B a1z az3 as3 U3 B
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o de forma compacta
{v}p = [A]"{v}5 . (1.8)

Si las bases By B’ son ortonormales, la matriz de cambio de base [4], es
una matriz ortogonal, es decir, que verifica [A] ! = [A]”. Més atin, si las dos
bases tienen la misma orientacién, entonces el determinante de [A] es igual
a 1 y por tanto esta matriz es una rotacion.

Es habitual referirse a los vectores de la base cartesiana de ¥ = R3 como
{2,4,k} y las componentes de un vector v en dicha base como vy, vy, v..

1.1.2. Operaciones algebraicas basicas

Los vectores de R? poseen las operaciones vectoriales bésicas de suma
y multiplicacién por un escalar. Para realizar operaciones vectoriales nos
vemos obligados a menudo a emplear las componentes de un vector, pero es
importante recalcar que el resultado es independiente de la base escogida,
siempre que todos los vectores que intervengan se expresen en la misma base.
Por ejemplo, para calcular el vector ¢ = a + b, utilizamos las componentes
de todos ellos en la base B y podemos emplear la expresién:

c1 ay by
Cc2 =< a2 + < by . (1.9)
) g as) 4 b3 "

Ademas, en el espacio euclideo se define el producto escalar (Euclideo) de
dos vectores mediante la expresién

a-b=aib; + asby + asbs . (1.10)

El producto escalar, como el resto de operaciones de las que tratamos, es
una operacién intrinsica que no depende de la base escogida. La norma
(Euclidea) de un vector se indicard como |a| y se define de la siguiente
forma

la] =va-a. (1.11)

El dngulo formado por dos vectores a y b es por tanto

a-b
cosf) = —— . (1.12)
|a| |b]

Cualquier vector no nulo se puede normalizar, multiplicindose por el
inverso de su norma, y obteniéndose un vector unitario. Dado un vector
cualquiera a y otro vector cualquiera unitario u, se definen la proyeccién de
a sobre u y la proyeccién de a sobre el plano normal a u como

al,L:(a-u)u, af;:a—al. (1.13)
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a
al

Figura 1.1: Descomposicién de un vector segin una direccién w y su plano
perpendicular.

a

Figura 1.2: Paralelepipedo generado a partir de 3 vectors cuyo volumen
puede ser calculado a partir del triple producto.

Esta descomposicién es tnica y se puede escribir a = alL + at. Véase la
ilustracion en la figura 1.1.

El producto vectorial de dos vectores se indica como a x b y, para
cualquier base cartesiana B = {e1, es, e3}, éste se calcula mediante la regla

€1 €2 €3
axb=l|a; ay az|, (1.14)
b1 by b3

y da lugar a un vector perpendicular a a y b, orientado segin la regla de la
mano derecha y con médulo |a x b| = |a] |b| sin(#), siendo 6 el dngulo desde
a hasta b. Por tanto, el drea de un tridangulo con lados a,b,b — a es

1
area(a,b,b —a) = §]a x b. (1.15)

El producto mixto o triple producto de tres vectors a, b, ¢ se define
como

[abcj=a-bxc. (1.16)
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El triple producto es invariante frente a permutaciones pares de sus argu-
mentos, pero cambia de signo cuando la permutacion es impar. Adema4s, se
verifica:

abcl=|a b c|= (1.17)

0 o8

En esta dltima expresién, el primer determinante es el que se obtiene al
colocar los tres vectores en las columnas de una matriz, y el segundo en sus
filas. El product mixto de tres vectores a, b, ¢ es igual al volumen orientado
de un paralelepipedo con lados paralelos a estos tres vectores.

1.2. Tensores

Los tensores son objetos son objetos del dlgebra tan tutiles como los
vectores, y su uso en varias ramas de la mecanica es muy habitual. Por
ejemplo, el tensor de inercia aparece en la descripcién de la dindmica del
solido rigido. En la mecénica de sélidos y fluidos este tipo de objetos aparece
constantemente y permite, como se explicarda en esta seccién, expresar de
forma compacta las relaciones lineales entre vectores.

1.3. Tensores de segundo orden

Los tensores de segundo orden son los mas comunes y a veces nos
referiremos a ellos simplemente como “tensores”, sobreentendiéndose que el
orden al que se hace referencia es dos. Estos objetos se estudian en Algebra
estos y reciben el nombre de “endomorfismos lineales”, y en estas notas se
usard el simbolo V? para referirnos a este conjunto. Los tensores de segun-
do orden son, pues, simplemente aplicaciones lineales de V en V), es decir,
funciones lineales que transforman un vector en otro. Para cualquier vector
V, un tensor T' es una operacién lineal tal que T'(a) es otro vector. Por
sencillez, los paréntesis se eliminan y se escribe simplemente b = T'a. La
propiedad fundamental, por tanto de los tensores es

T(aa + Bb) = aTa + STh (1.18)

siendo «, 8 dos numeros reales y a, b dos vectores.

Notacion: Igual que en el caso de los vectores, existe una notacién espe-
cial que permite distinguir los tensores de segundo orden del resto de objetos
(escalares, vectores, ... ). También esta notacién depende del autor o del li-

bro que se consulte y un mismo tensor se puede escribir como A, A, ff, A ...
En estas notas se empleard la primera de ellas y se evitara la confusién entre
vectores y tensores de segundo orden empleando siempre que no se indique
lo contrario letras mintsculas en el primer caso y maytsculas en el segundo.
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Dado un tensor T se define su transpuesto T como el tnico tensor
que satisface
a-(Tb)=(T"a) b, (1.19)

para cualquier pareja de vectores a,b € V. Se puede comprobar que, en
cualquier sistema de coordenadas, la matriz correspondiente a T coincide
con la matriz de componentes de T', transpuesta.

1.3.1. Componentes y cambio de base

Recordamos que un tensor es simplemente una operacién que transforma
vectores en vectores, y que es lineal. Pues bien, en particular se pueden usar
tensores y operarlos sobre los vectores de una base B. Con ello se pueden
definir las componentes de un tensor T' como los nueve escalares

Tij=ei-(Te;), i=123 j=123. (1.20)

Las componentes de un tensor referidas a una base B se muestran en
forma de matriz, y se escribe

Ty T Ti3
[T]B = To1 Too Tohg (121)
T31 T30 133

B

de forma andloga a la expresién en un vector columna de un vector (1.2).

Ademés, es facil verificar que la matriz asociada a TT es simplemente [T')7.
Como en el caso de los vectores, la matriz de un tensor en una base

cualquiera no debe de confundirse con el tensor propiamente dicho.

La propiedad de linealidad de los tensores implica que las componentes
del vector b que resulta de la aplicacién de un tensor T' sobre un vector a
se pueden obtener multiplicando la matriz [Tz y el vector columna {a}z.
Es decir, si b = T'a, entonces

{b}p = [Ts{a}s (1.22)
o mas explicitamente
by Ty, Tip Tig ay
bg = T21 T22 T23 a9 (1.23)
bs) 4 T31 T3 Ts3 |5 \as) 4

Observando la definicién de las componentes de un tensor deducimos
que éstas dependen de la base en la que se exprese el tensor. Para hallar
la relacién entre componentes de un mismo tensor en dos bases cartesianas
distintas B y B’ escribimos la relacién b = T'a en componentes de las dos
bases.

{b}s=[Tls{a}s, y {blp =[T|s{a}s . (1.24)
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La expresién (1.8) relaciona las componentes de los vectores a y b en las dos
bases asi que la segunda ecuacién de (1.24) se puede escribir como

(A {b}s = [T][A]" {a}s - (1.25)

Despejando {b}p y comparando el resultado con la primera ecuacién de
(1.24) se deduce que la expresién que relaciona las componentes de T en las
dos bases consideradas es

[T]s = [A|[T]z[A]" . (1.26)

1.3.2. Operaciones algebraicas

Los tensores poseen las operaciones de suma, multiplicacién y multipli-
cacién por un escalar y estas se definen a partir de los conceptos corres-
pondientes para vectores y la propiedad de linealidad. Por ejemplo, dados
dos tensores A, B, el tensor suma C = A + B se define como aquel que
aplicado a un vector cualquiera v resulta Cv = Av + Bw. El producto de
dos tensores C' = B A es el tnico tensor que satisface

Cv = B(Av) (1.27)

para cualquier vector v € V.

La expresion matricial del resultado de todas estas operaciones es la
correspondiente operacién matricial operada sobre las matrices de compo-
nentes de los tensores. Insistimos, como en el caso de los vectores, que el
resultado es independiente de la base escogida.

Dos vectores a y b pueden operarse mediante el llamado producto
diddico, o producto exterior, resultando en un tensor de segundo orden
a ® b definido por

(a®@b)c=a(b-c), (1.28)

para cualquier vector c.
La traza es una operacién lineal sobre tensores definida mediante la
relacion

trla®@b)=a-b, (1.29)

sobre diddicas. Como todo tensor es la suma de 9 parejas diddicas se verifica

3 3 3 3

tI‘(T) = tr(z Tijei ®€j) = Z Ej tr(ei ®€j) = Z Tijei -ej = ZT’” .
i,j=1 i,j=1 ij=1 i=1

(1.30)

La traza de un tensor no depende tampoco de la base en la que se exprese su

matriz de componentes y se dice que es por tanto un invariante del tensor.

La operacién traza es lineal as{ que, dado un escalar « y dos tensores T', S,

tr(aT) = atr(T) , tr(T + S) = tr(T) + tx(S) . (1.31)
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El producto escalar entre tensores de orden dos se escribe con el simbo-
@, ”

lo “” y se define como la operacion que a toda pareja de tensores T', S asocia
el escalar T : S definido por

T:S=tr(STT). (1.32)

En componentes, la operacion de la doble contracciéon, como también se
conoce a este producto escalar, es simplemente

T:S=> ) TSy (1.33)

Como esta operacion define un producto escalar, también se puede definir
una norma asociada de tensores:

T =vT:T. (1.34)
El determinante de un tensor T es el escalar det(T') que verifica
[Ta Tb Tc|] =det(T)[a b c] . (1.35)

Ademsds, se puede demostrar, que el determinante se puede obtener calcu-
lando el determinante de la matriz de componentes del tensor, en cualquier
base. El determinante es, por tanto, otro invariante del tensor. Cuando un
tensor tiene determinante nulo, se dice que éste es singular y en caso con-
trario, regular.

Por tltimo, dado un tensor regular T' € V? cualquiera, existe un ten-
sor T~!, denominado el tensor inverso de T tal que

TT '=T7'T=1I. (1.36)

El tensor inverso ademads, cuando existe, es Unico.

1.3.3. Tensores con propiedades especiales

Dependiendo de sus propiedades, los tensores se clasifican empleando
unos calificativos idénticos a los de la clasificacién de las matrices. En pri-
mer lugar, el tensor identidad I es el Unico que verifica Ia = a para
todo vector a. La matriz de componentes de I, en cualquier base, es la
matriz identidad. El tensor nulo es el tnico tensor tal que T+ 0 = T,
para cualquier tensor T'. Se dice que un tensor es simétrico si es igual a su
traspuesto, y antisimétrico (o hemisimétrico) si es el opuesto de su tras-
puesto. Se comprueba inmediatamente que la matriz asociada a un tensor
simétrico es simétrica, en cualquier base, y la matriz asociada a un tensor
antisimétrico es a su vez antisimétrica, también en cualquier base.

Los tensores antisimétricos tienen una propiedad que emplearemos mas
adelante y es que el efecto de aplicar un tensor antisimétrico W sobre un
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vector cualquiera a es el mismo que el de multiplicar vectorialmente un
vector w, llamado el vector axial de W, sobre a. Es decir, que para todo
vector a,

Wa=wxa, (1.37)

e indicamos w = axial[W]. Ademés esta relacién es reciproca, y por ello
multiplicar vectorialmente un vector w por otro vector cualquiera a es equi-
valente a multiplicar un tensor antisimétrico W, que es Unico, y que se llama
el tensor antisimétrico asociado al vector w.

Finalmente, decimos que un tensor es desviador si tiene traza nula y
esférico si es de la forma T = pl, siendo p un escalar.

1.3.4. Descomposiciones de tensores

Todo tensor T se puede descomponer de forma tUnica en una parte
simétrica T y otra antisimétrica T® de forma que T = T° 4+ T. Se com-
prueba facilmente que cada una de estas partes son:

1 1
Tszi(TJFTT)’ Tazg(T_TT). (1.38)

Ademas, todo tensor T' se puede descomponer de forma tunica en una
parte esférica y otra desviadora. La parte esférica, que denominaremos T
tiene la misma traza que Ty la parte desviadora T no tiene traza. Ambas
se calculan asi:

tr(T)

Tvol —
3

I, T = T — T (1.39)

1.3.5. Autovectores y autovalores

Dado un tensor T' cualquiera, se dice que el vector v es un autovector
vy A su autovalor asociado si v es unitario y

Tv=\v. (1.40)

Para calcular los autovalores buscamos las soluciones no triviales de la iden-
tidad (1.40) y para ello hay que resolver la ecuacién

det(T'—XI)=0. (1.41)
Esta ecuacion es un polinomio de tercer grado que tiene por expresién
N4+ L(T)N - L(T)A+I3(T) =0 . (1.42)

Las funciones I, I, I3 son los llamados tnvariantes principales del ten-
sor T', porque no dependen de la base, y su expresién explicita es

I(T) = tx(T), L(T)= %(tr(T)Q— tr(T?)), I3(T) =det(T) . (1.43)
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Como en algebra de matrices, una vez calculados los tres autovalores
A1, A2 ¥ As, se calculan sus autovectores asociados buscando las bases de los
espacios nulos de los tensores

T -\, (1.44)

que no son vacios por definicion. Cuando el tensor es simétrico, el siguiente
teorema espectral garantiza que los autovalores y autovectores cumplen una
propiedades especiales que se emplearan muy a menudo en la mecanica de
sélidos deformables. Por su importancia incluimos una demostracién del
teorema.

Teorema 1.3.1. Los tres autovalores de un tensor simétrico S son reales
y sus tres autovectores asociados forman una base ortonormal, llamada la
base principal del tensor, que denominamos B*. En esta base, la expresion
matricial del tensor es:

A0 0
[Slg==| 0 Ay 0 . (1.45)
0 0 X

B*

Demostracion. Demostramos primero que los tres autovalores son reales.
Como el polinomio caracteristico de S es de tercer orden existen tres auto-
valores A1, A2, A3 que en principio pueden ser complejos. Si v es el autovector
asociado a un autovalor A de los tres y ¥ es el autovector conjugado entonces

v-Sv=0 - v=\v*. (1.46)

Conjugando ambos lados de la ecuacién anterior, se obtiene
v-8v=\v]*. (1.47)

Igualando las identidades (1.46) y (1.47), y dado que S es un tensor simétri-
co, concluimos que A = \, es decir que \ es real.

La demostracion de la segunda parte es inmediata si los autovales son dis-
tintos, pero consideramos el caso més general. Como antes, sean (A1, A2, A3)
los tres autovalores de S (ordenados de cualquier manera) y (v, v2,v3) sus
autovectores correspondientes. Si w es un vector ortogonal a vy, entonces
Sw es también ortogonal a vy, porque v1 - Sw = Sv; - w = A\jv; - w = 0.
Asi pues S, cuando se restringe al subespacio de vectores ortogonales a v
es también un tensor de ese conjunto a si mismo. Por lo tanto tendra dos
autovalores y autovectores, que forzosamente deberdn ser ortogonales a v;.
Tomando uno cualquiera que llamamos Ay y w9 al autovector, repetimos el
mismo argumento para el subespacio de vectores ortogonales a vy y v para
concluir que los tres autovectores son ortonormales.
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En la base principal tenemos

1 0 0
{’01}8*: 0 > {'UQ}B*: 1 s {03}8*: 0 . (1.48)
0) 45 0) 4 1) s

por lo que la expresién matricial de S ha de ser como se indica en (1.45). O

Un tensor simétrico con dos autovalores iguales se llama cilindrico, y
cuando los tres son iguales, esférico. En este iltimo caso el tensor ha de
ser proporcional al tensor identidad.

1.4. Tensores de cuarto orden

Aunque existen tensores de cualquier orden, sélo utilizaremos en este
curso lo de orden dos y cuatro. Estos 1ltimos se definen como aplicaciones
lineales en el espacio de tensores de segundo orden y llamamos V* al conjunto
de todos los tensores de cuarto orden.

Notacion: Igual que en el caso de los vectores y tensores , existe una
notacioén especial para los tensores de cuarto orden. Esta notacion, como las

anteriores, cambia segin el autor y libro siendo algunas de ellas /:1, A. En

estas notas los tensores de cuarto orden se distinguirdn for el tipo de letra
y escribiremos simplemente A, B, etc.

La propiedad fundamental de un tensor de cuarto orden C es su lineali-
dad, es decir, que siendo A, B dos tensores de segundo orden cualesquiera,

C(aA+ BB) =aCA + SCB , (1.49)

cuando « y (8 son nimeros reales. Ademaés, de manera analoga a la operacién
“®” definida entre vectores, se define el producto diddico de tensores
de segundo orden como la operacién ® : V? x V2 — V* que sirve para
construir tensores de cuarto orden que satisfacen

(A B)C=A(B:C) , (1.50)

siendo A, B, C tres tensores cualesquiera.
El tensor identidad de cuarto orden, indicado como I, verifica 1A = A,
para cualquier tensor A € V2. Ademds, el tensor I® es tal que I°A = A®.

1.5. Calculo vectorial y tensorial

En Teoria de Campos se estudian los principales operadores diferencia-
les que actian sobre los campos escalares y vectoriales que son el gradiente,
la divergencia y el rotacional. Estos tres operadores tienen una definicion
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intrinseca, independiente del sistema de referencia empleado, que presenta-
remos de la forma més directa posible. En la practica, siempre utilizaremos
estos operadores sobre campos cartesianos, donde su calculo es muy senci-
llo. Como las operaciones intrinsecas son validas en todos los sistemas de
coordenadas, los resultados que se obtengan en sistemas cartesianos, si se
pueden expresar en funcidon de operaciones intrinsecas, seran validos para
cualquier sistema de referencia. Muchos més detalles pueden encontrarse en
el texto [5].

El operador gradiente determina la parte lineal en una expansion en
serie de Taylor de un campo escalar, o vectorial, o de mayor orden. El el
caso escalar, siendo ¢ : 2 — R un campo diferenciable en & € () se tiene
que

¢z +u) = ¢(x) + Vo(x) - u+ O(||ul?) (1.51)

donde la notacién O(||u||?) indica que los términos que siguen son del orden
de ||u||?>. El gradiente de un campo escalar es un campo vectorial cuyas
componentes en un sistema cartesiano de coordenadas son:

o0 o
{(Vo(z,y,2)} = by ¢ = gg (1.52)
b, 9¢

0z

De manera analoga, si v : 2 — V es un campo vectorial diferenciable,
también éste se puede expandir en serie de Taylor y la parte lineal se co-
rresponde con el gradiente. En coordenadas cartesianas, este operador tiene
por expresion:
Vegr VUzy Vgzz
Vu(z,y,2)] = | Vya Vyy Vy- | - (1.53)
Vzr Vazy Vzz

El operador divergencia de un campo vectorial v : 2 — V se define
como

V-v=tr(Vv), (1.54)
que en coordenadas cartesianas se puede calcular como
V. -v(x,y,2) =0 +Uyy+ 0, (1.55)

Ademds, si T : © — V? es un campo tensorial diferenciable su divergencia
es el campo vectorial univocamente definido por la propiedad:

(V-TYa=V-(T"a) , (1.56)

siendo @ un vector cualquiera en R3. En coordinadas cartesianas, la diver-
gencia de un tensor tiene por componentes:

Ta:ac,x + Txy,y + sz,z

{V - T(z,y,2)} = Tyow + Tyyy + Tyzz ¢ - (1.57)
sz,x + sz,y + Tzz,z
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Por tltimo, siguiendo con el campo vectorial u, su rotacional V x u es el
campo vectorial definido por

%(V xu) x a=(Vu)a , (1.58)

para todo vector a, siendo (Vu)® la parte hemisimétrica del gradiente de w.
En coordenadas cartesianas se verifica que:

i ok
0 0 o)

Vxov(z,y.2) =3 5, a2 (1.59)
Uy Uy U

Existen numerosas relaciones entre los operadores diferenciales y teore-
mas integrales que los emplean. En este curso utilizaremos dos tinicamente:
el teorema de la divergencia y la formula de la integral por partes.

Teorema 1.5.1 (Teorema de Gauss o de la divergencia). Sea © un subcon-
junto de R® y I' su contorno. Si v es un campo vectorial definido en € se

/V-'de:/v-ndF, (1.60)
Q r

siendo n la normal saliente a I'. Si T es un campo tensorial sobre 2, en-

verifica:

tonces

/V-TdQ:/TndF, (1.61)
Q r

El teorema de la divergencia se aplicard en numerosas ocasiones. Un
corolario del mismo es la expresiéon para la integral por partes: si ¢ es un
campo escalar, entonces

/QV-vqbdQ:/ngv-ndF—/Qv-VqﬁdQ. (1.62)

En el caso tensorial, si T' es un campo tensorial como anterioremente, en-
tonces

/Q(V-T)-de_/F(Tn)mdF—/QT:Vde. (1.63)

1.6. Coordenadas cilindricas y esféricas

Por su interés para la resolucién analitica de algunos problemas, se ob-
tienen a continuacion las matrices de cambio de coordenadas cartesianas a
cilindricas y esféricas.
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1.6.1. Coordenadas cilindricas

Las coordenadas de cualquier punto en R? se puede expresar en un sis-
tema cilindrico, donde las coordenadas (1,0, z) € sin R" X [—m, 1) X R estdn
relacionadas con las cartesianas (z1, z2, x3) mediante la relacién

r=/x? + 23, Hzarctan%, z=2x3, (1.64)
1

y su relacion inversa
r1 =1cosf , To =rsinf | T3 =2 . (1.65)

Como no es un cambio de coordenadas biyectivo pueden aparecer proble-
mas cuando r = 0. A diferencia de los sistemas cartesianos, las coordenadas
cartesianas definen vectores de una base que cambian punto a punto. Estos
vectores son tangentes a las curvas coordenadas en las que dos de las coor-
denadas se mantienen constantes y la tercera varia. Si se define una curva en
R3 como = = x(r,0, 2), se pueden calcular los vectores unitarios tangentes
a estas curvas como:

e _ 0z |0z 71—C0896 +sinfe
T o [or| T OPerTERTer
-1
69:%;3 ?;g = —sinfe; + cosfey, (1.66)
_ Oz |z _
€= 9z |6z -

Usando la notacion de la seccién 1.3.1, la matriz de cambio de base y su
inversa son, respectivamente,

cosf sinf O cosff —sinf 0
[Acit] = | —sin® cos® 0 | , [AZ}]=| sin® cosf® 0 |. (1.67)
0 0 1 0 0 1

Se observa que cuando r = 0, la matriz [A] es singular.

1.6.2. Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas de un punto en el espacio Euclideo son (r, 0, ¢) €
RT x [0,7) x [—m,7) cuya relacién con las coordenadas cartesianas es:

Vo R
r=/x? + 2%+ 23, 9:arctanw, qﬁzarctanﬁ. (1.68)

z3 a1

La relacién inversa es por tanto

x1 =rsinfcos¢ , T9 =rsinfsing , r3 =rcosf . (1.69)
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Los vectores tangentes a las curvas coordenadas en un punto (r, 6, ¢) son

-1
e, = 8£ 6733 = sin 0 cos ¢e; + sin 0 sin pes + cos fes,
or | or
-1
ey = Z:g ga; = cos f cos ey + cos 6 sin pey — sin fes, (1.70)
-1
%:gz gz = —sin ¢e; + cos gesy

y por lo tanto la matriz de transformacién de coordenadas y su inversa son:

[ sinfcos¢ sinfsing cosd
[Acsf] = | cosfcos¢ cosfsing —sinf |,
- sin ¢ cos ¢ 0 (L)
sinfcos¢ cosfcos¢p —sing
[A;}f] = | sinfsing cosfsing cosd
| cos® —sinf 0

1.7. La transformada de Legendre

La transformada de Legendre es una operaciéon muy utilizada en mecani-
ca para cambiar la expresién funcional de una relaciéon constitutiva. Como
en termodindamica, esto se debe a que a menudo es conveniente cambiar
las variables independientes que describen la respuesta de un material, o el
equilibrio [2, 1].

En primer lugar recordamos que una funcidon convexa definida sobre
un conjunto Q C R? es aquella que satisface, para todo z,y €

f(l-az+ay) <(A-a)f(z)+afly), acl01]. (1.72)

Si la desigualdad es estricta cuando a € (0, 1) entonces se dice que la funcién
f es estrictamente convexa. Las funciones convexas gozan de numerosas
propiedades, muchas de ellas relacionadas con problemas de optimizacion
([8]), por lo que se emplean muy a menudo en la formulacién de modelos
mecéanicos. Dada una funciéon no necesariamente convexa su transformada
de Legendre f* como

f(y) = méx (zy — f(2)) . (1.73)

La transformada f* se puede calcular de forma explicita en muchas ocasiones
y cuando f es convexa, f* también lo es.

> Ejemplo 1.7.1. Calcular la transformada de Legendre de f(z) = %:1;2.
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Sea g(z,y) = zy — %xz, el maximo de esta funcién para un y dado se

obtiene resolviendo % = 0, que resulta x = y/k. Por ello,

2
f(y) = méxg(z,y) = g(y/k,y) = %k (1.74)
<

La transformada de Legendre cuenta con numerosas propiedades que ha-
cen de ella una herramienta muy 1til en matematica, fisica, termodinamica,
etc. Por ejemplo, si f : R — R es una funcién convexa y f* su transformada
de Legendre entonces se verifica que

0 of*
v= @ e o= ).

(1.75)

1.8. C(Calculo variacional

Ademas del célculo integral y diferencial, el calculo de variaciones o
cdlculo variacional resulta de gran utilidad para el desarrollo de la mecani-
ca de sélidos deformables. Creado por Leonhard Euler para resolver el pro-
blema de la curva braquistécrona, este tipo de calculo sirve para identificar
condiciones de estacionariedad (minimos, maximos o puntos de ensilladura)
en funcionales diferenciables.

Si F es un espacio vectorial de funciones, un funcional es una funcién
I : F — R. Por ejemplo, si F es el espacio de funciones reales de variable
real definidas en [0, 1], el funcional I[v] = fol vdz calcula el drea (con signo)
bajo la funcién v € F. Otros funcionales calculan distancias, dreas, inercias,
etc.

Si I : F — R es un funcional que posee un minimo en v, entonces
I[v] < Iv] para cualquier v € F. Ademds, si este funcional es diferenciable,
entonces

P . Iv+eu] =0, (1.76)
para cualquier v € F '. Esta condicién, que debe de evaluarse para cada
funcional I, da lugar a una ecuacién diferencial llamada la ecuacion de
FEuler-Lagrange del funcional, que caracteriza su punto estacionario.

> Ejemplo 1.8.1. Si F es el espacio (afin) de todas la funciones v diferen-
ciables en [0, 1] tales que v(0) = 0,v(1) = 1, encontrar la que minimiza el

funcional .
1
I] = / ((U’)2 - v) dz
o \2

1Si F es un espacio afin sobre el espacio vectorial G, entonces I : F — R es minimo si
la ecuacién (1.76) se cumple para todo u € G.
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Si u es una funcién tal que u(0) = u(1) = 0 entonces

0

d ! A
=% I[v+6u]—/0 (v v —u) dz .

e=0

Integrando por partes se obtiene

1
0:/ (—v”—l)udx,
0

identidad que sélo se cumple para todo w si el integrando es nulo, es decir,
" =1.

Resolviendo esta ecuacion diferencial, y utilizando las condiciones de con-
torno, se concluye que

1.9. Notacion indicial

La notacién empleada hasta ahora para indicar los vectores y tensores
evita, en la major parte de las ocasiones, conocer y operar con las compo-
nentes individuales de cada uno de ellos. A veces, sin embargo, resulta tutil
hacer referencia de forma explicita a estas componentes y para ello existe
una notacién que, aunque aparentemente algo més compleja que la utilizada
hasta el momento, facilita la demostracién de algunas propiedades tensoria-
les y de ciertos teoremas. Esta notacién, que ahora describimos, se conoce
como notacion indicial.

Empecemos recordando que dada una base de vectores ortonormales
B = {e1, ez, e3}, todo vector se puede expresar como una combinacién lineal

v = vie1 + ey + v3es (1.77)

expresion que se puede escribir de forma méas compacta usando un sumatorio:

3
v = vaep . (1.78)
p=1

Como es tedioso tener que escribir constantemente el simbolo de sumato-
rio e indicar sus limites (siempre son los mismos) se adopta la siguiente
convencién: en vez de las ecuaciones (1.77) 6 (1.78) se escribe

v = Upep . (1.79)
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En esta expresion, y en toda aquella en la que dos objetos que se multiplican
tengan un mismo indice repetido, se entenderd que vpe, significa v e +
v9 2 + vz es. En vez del subindice p se podria haber empleado cualquier
otro, y asi

Vpep =Vg€q =V; € , (1.80)

por lo que el indice repetido se denomina mudo. Se dice que la expre-
sién (1.79) emplea notacién indicial o también el convenio de Einstein. De
esta manera, usando el convenio de Einstein, el producto escalar de dos
vectores se escribiria simplemente como

a-b= a; bz‘ . (1.81)

Dos vectores a y b son iguales si ay, e, = by, €,. Esta igualdad se puede
reescribir como (a, —bp)e, = 0. Como los vectores de la base son linealmen-
te independientes, esta ultima expresiéon requiere que cada componente se
anule, es decir, a, — b, = 0, o de otra manera

ap=by . (1.82)

De este simple ejemplo se deduce que cuando en una igualdad aparezca un
mismo indice en varios lugares, pero no multiplicaAndose, quiere decir que la
igualdad es vélida cuando el indice toma el valor 1,2 6 3. Un indice de este
tipo se denomina libre y puede intercambiarse por otra letra cualquiera,
siempre que no se emplee en otra parte de la igualdad. Por ejemplo, la
identidad (1.82) quiere expresar

a] = b1 N a9 = b2 y az = bg . (183)

Cuando se trabaja con tensores de segundo orden también se emplea una
base tensorial de nueve tensores:

{61 ®ej,e1Rer,eg@esz,eaR¥e;,es@er, eaQ ez, e3¥e;,esRDes, es ®63} ,

(1.84)
y todo tensor T' se puede escribir como combinacién lineal de estos tensores
mas simples, es decir,

T=Tiei®e1+Tire1 Rex+Tize1 ez +Triea@e; + ... (1.85)

En este caso se observa atin maés claramente que resulta muy tedioso escribir
y trabajar con las nueve componentes de un tensor. Se podria escribir la
expresién previa como

3 3

T=> ) Tyeoe,, (1.86)

p=1g=1



Capitulo 1. Fundamentos matematicos 19

pero igual que con los vectores, se adopta la convencion de que esta tltima
expresion se puede escribir simplemente como

T=Tye,Qe,. (1.87)

Como en el caso de los vectores, los indices repetidos cuyos objetos corres-
pondientes se multiplican expresan un sumatorio, con dicho indice tomando
valores 1, 2 y 3.

También como en el caso de los vectores, aquellos indices libres que apa-
recen repetidos en varios lugares de una igualdad, pero cuyas componentes
correspondientes no se multiplican indican que la igualdad es valida cuando
los indices toman valores 1,2 y 3. Asi por ejemplo T;; + R;; = o quiere decir
que la suma de cualquier componente del tensor T' de segundo order mas la
misma componente del tensor de segundo orden R es igual a «.

Las consideraciones aqui presentadas son validas también para tensores
de mayor orden. Por ejemplo:

Aijrvj = Ajgvr + Ajopva + Aisivs

(1.88)
Spquir = pqlT‘il + Spq2ﬂ2 + Spq3Ti3 .

El producto tensorial de dos vectores a y b se puede expresar en notacion
indicial como
(a X l’))z = Eijka]‘bk s (1.89)

siendo €;; el tensor de tercer orden con componentes

1 si(i,4,k) =(1,2,3) u otra combinacién par
e=1< -1 si(i,j,k) =(2,1,3) u otra combinacién par (1.90)

0 si algin indice esté repetido.
De manera equivalente, el simbolo € también se puede definir como
eijr = detle; e; ey, (1.91)

es decir, como el determinante de una matriz cuyas columnas son los vectores
€, €j, €.

Este tensor satisface la identidad § — & que es muy 1til para demostrar
algunos resultados en algebra y calculo tensorial. Esta relacion establece la
igualdad

€ijk€ipg = 0jpOkq — 0jqOkp - (1.92)

Notacién indicial para los operadores diferenciales. Definimos la
notacién ¢ ; para indica la derivada parcial de un campo escalar ¢, es decir,

_ 99
_axi’

b (1.93)
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y extendemos esta notacién a los campos vectoriales y tensoriales, y a deri-
vadas de orden maés alto. Si ¢ : R — R es un campo escalar, v : R? = V es
un campo vectorial, y T : R? — V? es un campo vectorial, podemos expresar
sus operadores diferenciales de la siguiente manera

Vo=9¢,e;,

Vv = Uz‘,j e; X ej s
V-v= Vi (1.94)
V- T=Tj;e;,

Vxv= €ijkVi,j €k

Problemas

1.1. Los vectors a y b tienen componentes cartesianos
2
1

Se considera ahora la base B = {ey, e2, e3} con

r . . r ...
elzﬁ(l—_j), 82:\ﬁ(71+.7): es=k.

a) Calcular la matriz de cambio de base.
b) Calcular las componentes de a y b en la base B

¢) Comprobar que el producto escalar a - b es el mismo en las dos bases
consideradas.

d) Demostrar que este resultado es valido para cualquier base ortonormal.
Indicar por qué es importante que los vectores de la base sean unitarios.

1.2. Para cualquier tensor T' de segundo orden, demuestra las siguientes
relaciones:

) I:T=tx(T), b)T:T¥ =0, ¢)T°:T°=0.
1.3. Comprueba que, para cualquier campo escalar ¢ :  — R,
V xV¢=0.

1.4. Si desv] ] es la operacién que obtiene la parte desviadora de un tensor,
demuestra la identidad:

desv[(I®I)A]l=0.
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1.5. Demuestra las identidades
a)A:(BC)=(BTA):C V) tr(a®b)=ab c¢)A:adb=(Ab)a.
siendo A, B, C tensores de segundo orden y a, b, vectores.

1.6. Si a,b son dos vectores cualesquiera y a = axial[A],b = axial[B]
comprueba que
A:B=2a-b.

1.7. Demuestra las identidades
a) V- (Tv)=(V-TT) v+ T7 : Vo . b) Viexr)=A,

siendo T un campo tensorial, ¥ un campo vectorial, @ un vector constante,
. 3
a=axiallAlyr=>"ze;.

1.8. Demuestra las identidades el teorema de Gauss para campos tensoria-
les (la identidad (1.62)), la expresién vectorial de la férmula de la integral
por partes (la identidad (1.62)) y la expresién tensorial de ésta ultima (la
féormula (1.63)).

1.9. Si R C R?, demuestra, usando la férmula de la integral por partes y el
resultado del problema 1.6

/ rx (An)dA = / (r x (V- A) + 2axial[A?]) dV | (1.95)
OR R

siendo A un campo tensorial, r = E? x; €;, y n la normal saliente al con-

torno IR.

1.10. Determina el valor de los escalares «, 8 que satisfacen
ax(bxe)=ab-pc,

para cualquier terna a,b,c € V.

1.11. Demuestra, a partir de la definicién intrinseca de la funciéon determi-
nante,

det(AB) = det(A) det(B)
1.12. Si @ es un vector cualquiera y w un vector unitario, demuestra
a=(a-uwu—(axu)xXu.

1.13. Si f: R — R es una funcién convexa y f* su transformada de Legen-
dre, demuestra que para cualquier pareja x,y € R,

f@)+f(y) = zy .
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1.14. Calcula la transformada de Legendre de

a) f(x) = %ka, b) g(x) = e”.
1.15. Demuestra las siguientes identidades usando notacién indicial:
a) VA (Ve¢) =0, para toda funcién escalar ¢.
b) V- (V Aa)=0, para todo vector a.

c) aN(bAhec)=(a-c)b— (a-b)c, siendo a,b, c vectores.

)
)
)
)
)
)

d) a®a :a =0, para cualquier vector a.
e) n®n —nn = I, siendo n un vector unitario.
f) Si A es un tensor simétrico de segundo orden y sus invariantes princi-
pales son Iy, I, I3,
8] 1 8]2 813
— =1, —=nLI-A, =det(A)A™!
oA aa ! dA (4)

1.16. Demostrar la identidad § — ¢ de la ecuacién (1.92).
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